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Vorwort. 

Der Aufforderung des Herausgebers dieser Sammlung, ein 
Bändchen über Magnetismus zu schreiben, bin ich nachgekommen, 
da für ein solches Buch ein Bedürfnis vorzuliegen scheint. 

Die ausgezeichneten Werke von duBois, „Magnetische Kreise" 
und von Ewing, „Induktion in Eisen und verwandten Metallen" 
geben eine Fülle des v^ichtigsten Materials, welches für das Ge- 
biet des Magnetismus in Betracht kommt; aber die Theorie ist 
nur skizziert und nur auf die einfachsten Fälle, häufig ohne Be- 
weise, angewandt. 

Der moderne Elektrotechniker verlangt mehr. Es ist zweifellos 
in der Technik der Wunsch vorhanden, die Max well sehe Theorie 
eingehender zu beherrschen, als das bis jetzt der Fall war und als 
es bis jetzt nötig war. Symptome für dies Bestreben sieht man 
auf Schritt und Tritt. 

Nun gibt es ja hervorragende moderne Lehrbücher, von 
E. Cohn, Das elektromagnetische Feld, von M. Abraham, Die 
Theorie der Elektrizität, von H. Ebert, Magnetische Kraftfelder. 
Da die Verfasser dieser Werke sich aber viel weitergehende Ziele 
gesteckt haben, so sind ihre Bücher umfangreicher, obgleich für 
den Techniker sehr wichtige Gebiete, wie Ferromagnetismus, natur- 
gemäß nur ganz kurz behandelt werden konnten. Dies Büchlein 
macht also nicht den Versuch, pbige Werke zu verdrängen, sondern 
nur neben ihnen zu existieren und sie in gewisser Weise zu er- 
gänzen. 

Ich habe Wert darauf gelegt, die Ableitungen so elementar 
wie möglich zu gestalten; außer den Elementen der Differential- 
und Integralrechnung ist nichts vorausgesetzt. Trotzdem dürfte 
es im Interesse der leichteren Lektüre des Buches erwünscht — 
wenn auch nicht unbedingt erforderlich — sein, wenn der Leser 
sich mit den Grundlagen der Vektoranalysis vertraut macht; die 
Elemente dieser Rechenmethode sind in den Lehrbüchern über 
Vektorenrechnung von E. Jahnke, A. H. Bucherer, R. Gans 
und in der Einleitung des oben erwähnten Werkes von M. Abraham 
auseinandergesetzt. 



IV Vorwort. 

Da das Buch einen gewissen Umfang nicht überschreiten sollte, 
konnte Vieles, und manchmal recht Wichtiges, überhaupt nicht be- 
handelt werden; da es femer als Einführung in die Theorie des 
Magnetismus gedacht ist, so mußte ich — wenn auch schweren 
Herzens — die schönen Untersuchungen von P.Weiß und W. Voigt 
über Krystallmagnetismus übergehen, mußte die interessanten und 
wichtigen Beziehungen des Magnetismus zur Elektronentheorie, 
die von W.Voigt, J. J. Thomson und P. Langevin aufgedeckt 
worden sind, beiseite lassen. Auch die Theorie der elastisch- 
magnetischen Wechselbeziehungen, die sogenannte Magnetostrik- 
tion, hätte nicht in den Rahmen dieses Büchleins gepaßt. 

Die ersten drei Kapitel sind der magnetischen Feldstärke und 
Induktion gewidmet, erst im vierten Kapitel sind die Energie- 
umsetzungen und Kräfte magnetischen Ursprungs behandelt, ob- 
wohl nur diese in letzter Linie der Messung zugänglich sind; doch 
ist dieses Vorgehen durch die Methoden von Faraday, Maxwell 
und ihrer Anhänger ja längst legitimiert und durch die große 
Vereinfachung der mathematischen Behandlung begründet. 

Will man entsprechend den Bedürfnissen der Technik den per- 
manenten Magnetismus nur als eine Spezialerscheinung des Elek- 
tromagnetismus auffassen, so muß man den Weg, den die Geschichte 
genommen hat, ganz verlassen; dann kommt das Coulombsche 
Gesetz erst ziemlich am Schluß einer systematischen Theorie des 
Magnetismus. Tatsächlich drängt alles dazu, das heutzutage zu 
tun. Die Magnetisierungskurve definiert eine Eisensorte, mit ihrer 
Hilfe sind aus den Max well sehen Gleichungen die Erscheinungen 
der Permanenz abzuleiten, so verftlhrt in den einfachsten Fällen 
der praktische Magnetiker; dem hat sich auch der Theoretiker zu 
fügen, wenn er überhaupt die Absicht hat, sich den neuen Er- 
scheinungen anzupassen. 

Deshalb habe ich die Bedenken überwunden, welche einer so 
unhistorischen Darstellungs weise entgegentreten, und hoffe, da- 
durch in systematischer Beziehung und was die Anpassungsfähig- 
keit der Theorie an die Erfahrung betrifft, gewonnen zu haben. 

Durch häufige Literaturangaben in Fußnoten möchte ich dem 
Leser die Anregung zum Studium der einschlägigen Original- 
abhandlungen geben. 

Tübingen, März 1908. R. Gans. 
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Kapitel I. 
Die magnetische Feldstärke« 

1. Die magnetische Feldstärke und ihre Messung. In 

der Umgebung eines elektrischen Stromes hat der Kaum einen 
spezifischen Zustand, den man magnetisch nennt. Er äußert sich 
darin, daß auf ponderable Körper Kräfte ausgeübt werden, und 
daß in einem zweiten Leiter Ströme — sogenannte Induktions- 
ströme — entstehen, wenn der elektrische Strom im ersten Leiter 
seine Stärke verändert oder die beiden Leiter gegeneinander be- 
wegt werden. 

Der Raum, als Träger solcher magnetischer Eigenschaften 
aufgefaßt, heißt ein magnetisches Feld. 

In sehr großer (unendlich großer) Entfernung von allen elek- 
trischen Strömen ist keine merkliche magnetische Eigenschaft mehr 
vorhanden. 

Auf folgende Weise verschaffen wir uns ein quantitatives Maß 
der magnetischen Eigenschaft des Feldes: Einen Leitungsdraht 
biegen wir zu einer kleinen ebenen Windung von der Fläche <y, 
einer sogenannten Probespule, 
und verbinden die Enden der 




Zuleitungsdrähte mit einem bal- /ö* /^^ ^ ' 

listischen Galvanometer G, Der V J ^ 

ganze so entstehende Stromkreis ^ . ^ 

habe den Widerstand w?. Das bal- 
listische Galvanometer gibt einen Ausschlag, sobald öine Elek- 
trizitätsmenge durch dasselbe hindurchfließt, und kehrt dann in 
seine Ruhelage zurück. Die Größe des Ausschlags ist proportional 
der hindurchgeftossenen Elektrizitätsmenge 5 das Galvanometer läßt 
sich — etwa indem man einen Kondensator von bekannter Kapa- 
zität und bekannter PotentialdifTerenz durch das Galvanometer hin- 

Gans, Magnetismus. 1 



2 Kapitel I. 

durch entlädt — aicheu, so daß einem bestimmten Ausschlag eine 
fest angebbare Elektrizitätsmenge entspricht. Auf die Theorie 
dieses Instruments werden wir später eingehend zurückkommen; 
die Wirkungsweise desselben ist jetzt schon oberflächlich erwähnt 
worden, damit wir magnetische Eigenschaften messen können. 

Es zeigt sich, daß ein ballistischer Ausschlag entsteht, wenn 
man die Probespule plötzlich aus einer gegebenen Lage in eine un- 
endlich große Entfernung von allen stromdurchflossenen Leitern 
bringt. Die durch das Galvanometer fließende Elektrizitätsmenge c 
ist ceteris paribus der Fläche a der Probespule direkt und dem 
Widerstände w der Leitung umgekehrt proportional. 

Läßt man den Anfangsori der Probespule konstant, variiert 
aber die Stellung ihrer Ebene, die durch die Richtung der einen 
dauernd als positiv festgelegten Normalen n auf der Ebene angeb- 
bar ist, so ändert sich die Größe des Ausschlags. Wir suchen die- 
jenige Stellimg der Spulenebene, die beim plötzlichen Verschieben 
der Spule in unendlich große Entfernung den größten Ausschlag, 
also die größte fließende Elektrizitätsmenge e gibt; in diesem Falle 
setzen wir 

Die Größe ^ ist dann nicht mehr von den Eigenschaften der 
Leitung, also z. B. von der Größe der Fläche <s oder vom Wider- 
stände w abhängig, sondern nur noch von der Stärke und räum- 
lichen Anordnung des elektrischen Stromes, der das Magnetfeld 
erzeugt. V ist eine universelle Konstante, die nur von der Wahl 
des Maßsystems abhängt. 

Wir nennen ^ die magnetische Feldstärke an dem 
betrachteten Orte. 

Dreht man die Spule herum, so daß die Richtung der posi- 
tiven Normalen gerade die entgegengesetzte wird, und zieht sie 
dann plötzlich aus dem Felde heraus, so wird der Ausschlag wieder 
ein maximaler, er hat aber das entgegengesetzte Vorzeichen , d. h. 
der durch die Probespule und das Galvanometer fließende Strom 
hat die entgegengesetzte Richtung wie vorher. 

Wir wollen diejenige Stellung der Spule auszeichnen, in 
der der fließende Strom bei maximaler Stärke die Richtung des 
Pfeils in Fig. 1 hat Diese Richtung ist dadurch gekennzeichnet, 
daß eine Drehung in Richtung des Stroms und eine Vorwärts^ 
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bewegung in Richtung der positiven Normalen eine Rechtsschrau- 
bung ist. 

Definitionsmäßig soll bestimmt werden, daß die Richtung der 
magnetischen Feldstärke die der positiven Normalen in dieser aus- 
gezeichneten Lage sei. 

Durch dieses Meßverfahren legen wir jedem Orte 
des Magnetfeldes eine Feldstärke ^ von bestimmter 
Größe und Richtung bei; ^ ist also ein Vektor. 

Mißt man e und w in gleichem Maßsystem, z. B. im absoluten 
elektrostatischen, und <y in cm^, und gibt man V den Wert 300 »10^ 
so ist ^ nach absolutem Maß gemessen. ^ hat also den Wert 1, 
wenn beim Entfernen einer Probespule von 1 cm^ Querschnitt aus 

dem Felde die Elektrizitätsmenge . ^ g (in elektrostatischen Ein- 
heiten) ins Fließen konmit, vorausgesetzt, daß der Widerstand der 
Meßleitung 1 elektrostatische Einheit beträgt. 

Diese Einheit der magnetischen Feldstärke nennt man 1 Gauß. 

2. GeometriBche Darstellung des magnetischen Feldes, 
um uns ein magnetisches Feld geometrisch zu veranschaulichen, 
ziehen wir, von einem beliebigen Punkte anfangend, eine Kurve, 
deren Tangente in jedem Punkte die Richtung von ^ hat; diese 
Kurve wird im allgemeinen doppelt gekrümmt sein. Ziehen wir 
sehr viele Linien dieser Art, indem wir immer andere und andere 
Anfangspunkte wählen, so haben wir bereits ein deutliches Bild 
von der jeweiligen Richtung des Vektors ^ im Felde. Um auch 
die Größe von ^ darzustellen, denken wir uns eine unendlich kleine 
Fläche da 2Ji. einem beliebigen O^e senkrecht zur Richtung von ^ 
gestellt, und konstruieren so viele ^-Linien auf dieser Fläche, wie 
das Produkt ^-da angibt, d. h. wir zeichnen eine ^- Linie auf 
der unendlich kleinen Flächeneinheit. Dann ist die Dichte der 
$ -Linien ein Maß für die Größe des Vektors ^. 

Zwei verschiedene ^-Linien können sich nicht schneiden^ da 
•im Schnittpunkte die Richtung von ^ nicht mehr eindeutig wäre, 
was tatsächlich nie vorkommt. 

Bezeichnen wir den absoluten Betrag von ^, also die Größe 
der Feldstärke, mit |^| und verfolgen wir ein ^ -Linienbündel, 
welches auf dem Flächenelement da senkrecht steht, so werden 
imterwegs ^-Linien im Bündel entspringen oder münden müssen, 
wenn das Produkt | ^ | c? (J nicht an allen Stellen des Bündels den- 
selben Wert hat. Ist an einer bestimmten Stelle der Querschnitt 

1* 
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des Bündels da und die Feldstärke dort §', und ist z. B. 
\^'\d(S> \^\d6, 

so stehen auf de' mehr § -Linien senkrecht als auf da. Das ist 
aber nur möglich, wenn unterwegs, d. h. zwischen da und da\ 
^-Linien im Innern des Bündels entsprungen sind. 

3. Das magnetisohe Feld eines geradlinigen strom- 
diirohflossenen Drahtes. Stationäre Ströme fließen immer in 
geschlossenen Bahnen. Spricht man Ton dem Magnetfelde eines 
geradlinigen, stromdurchflossenen Drahtes, so versteht man darunter, 
daß ein langes Stück der Leitung aus einem geradlinigen Draht 
-bestehen soll, und daß man das Feld nur in Punkten P untersucht, 

die sehr weit von allen übrigen 
Teilen der geschlossenen Leitung 
entfernt sind (Fig. 2). 

Messen wir die magnetische 
Feldstärke eines solchen ge- 
radlinigen stromdurchflossenen 
Drahtes nach dem in Nr. 1 be- 
schriebenen Verfahren, so zeigt 
sich, daß die ^-Linien Kreise 
sind, deren Ebenen senkrecht zur 
Drahtachse stehen, und deren 
Mittelpunkte auf der Drahtachse 
liegen, und zwar ist eine Dreh- 
ung in der Richtung von § und 
eine Vorwärtsbewegung in Rich- 
tung des Stromes eine Rechtsschraubung. 

Femer ergibt sich, daß die Größe der Feldstärke umgekehrt 
proportional dem Abstände von der Drahtachse und direkt pro- 
portional der Stromstärke % ist. Es ist also 

Die Konstante C ist nach den Festsetzungen der Nr. 1 nicht mehr 
willkürlich, sondern hat erfahrungsgemäß den Wert 2/F, wo V die 
universelle Konstante 300-10® ist, wenn man i' nach elektro- 
statischem Maße mißt. Also haben wir 




(2) 






Feld eines geradlinigen Stromes. 
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Multiplizieren wir {^| mit der Länge 2r:r der ^ -Linie, so 
ergibt sich 

|$l2r7r = -^. 

Diese Formel gilt allgemeiner: Wir legen eine beliebige ge- 
schlossene Kurve s so, daß sie den geradlinigen Draht einmal um- 
schlingt, und bilden das Linienintegral J^^ds, d.h. wir multipli- 
zieren jedes Linienelement ds der Kurve mit der in seine Eichtung 
fallenden Komponente des Magnetfeldes am 
betreffenden Orte. Da 

^gds = \^\ds • cos (^, ds) 

ist, so kann man statt dessen auch ds auf 
die Richtung von $ projizieren und mit |^| 
multiplizieren. Diese Projektion ds cos {^^ds) 
ist aber rdq>^ wenn r den Abstand des Ele- 
ments ei 5 von der Drahtachse bezeichnet und dq> der Winkel ist, 
den die beiden durch die Drahtachse und den Anfang resp. das 
Ende von ds gelegten Ebenen OÄ resp. OB miteinander bilden 
(Fig. 3). 

Benutzen wir (2), so folgt 

Da nun bei einem Umlauf cp von bis 2 tt wächst, so ergibt sich 
(3) ß.äs^-"^- 




Fig. 3. 



Wenn dagegen die Kurve s die Drahtachse nicht umschlingt, 
so wird /dg? =» 0, weil die Werte von 9 
nur von der Anfangsstelle A (Fig. 4) über 
C bis B wachsen, aber beim weiteren Durch- q 
laufen der Kurve von B über D bis A 
wieder bis zum Anfangswert abnehmen. 
Für eine solche Kurve gilt also 

(3 a) y^^^s^O, Fig. 4. 
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4. Die erste Maxwellsche Gleichung. Die Formel (3), 
welche für einen geradlinigen Draht abgeleitet worden ist, gilt 
ganz allgemein ftir stationäre Ströme, auf deren Behandlung wir 
uns im wesentlichen beschränken wollen. 

(3) heißt die erste Maxwellsche Gleichung in der Integral- 
form für den Fall stationärer Ströme. 

Um den lästigen Faktor F zu eliminieren, setzen wir 

•/ 

i 

i heißt dann die elektromagnetisch gemessene Stromstärke. Die 
in der Technik übliche „praktische Einheit" für Stromstärken 
1 Ampere ist Y^q der elektromagnetisch gemessenen Stromstärke 1. 

Das Linienintegral der magnetischen Feldstärke 
über eine beliebige geschlossene Kurve ist also gleich 
dem 47i;fachen der (elektromagnetisch gemessenen) 
Stromstärke sämtlicher Ströme, die von der Kurve um- 
zingelt werden. 

Im elektromagnetischen Maßsystem lautet (3) also 

(3') fi^dS^ATti, 

im praktischen Maßsystem 

(3") ß,ds=^\^J, 

WO J die Zahl der Amperes bedeutet. 

Im elektromagnetischen absoluten Maßsystem ist die Dimen- 
sion von i durch die Gleichung gegeben 

[i] = [cm*/* gr*/'» sec" ^] . 

Nach (.3') ist also die Dimension von ^ 

Die Einheit der magnetischen Feldstärke, also 1 [cm~ */« gr*/- sec""^], 
heißt, wie in Nr. 1 erwähnt wurde, 1 Gauß. 

Die Maxwellsche Gleichung ist offenbar von einem Koordi- 
natensystem ganz unabhängig, da zu ihrer Formulierung über- 
haupt kein Koordinatensystem benutzt wurde, aber rechnerisch ist 
die Anwendung eines solchen häufig von großem Nutzen, deshalb 



Erste Maxwellsche Gleichung. 



Qi .Ä 



soll die Gleichung (3') jetzt z. B. in rechtwinkligen kartesischen 
Koordinaten abgeleitet werden. 

Das Koordinatensystem sei ein Bechtss jstem, d. h. eine Drehung 
der a;- Achse auf kürzestem Wege in 
die Richtung der ^- Achse und eine 
Vorwärtsbewegung in Richtung der 
i?- Achse soll eine Rechtsschraubung 
sein. 

Als geschlossene Kurve wählen 
wir (Fig. 5) ein unendlich kleines 
Rechteck mit den Seiten dy und dz, 
dessen Ebene senkrecht zur rr- Achse / Fig. 5. 

liege. Der eine Eckpunkt P habe die 
Koordinaten y, z\ bei ihm beginne 
die Integration und folge der Pfeilrichtung. Die Seite FS liefert 
zum Linienintegral den Beitrag ^ydy. SR liefert den Beitrag 
^gdz^ aber ^^ ist an der Stelle y + dy, und nicht an der Stelle y 
zu nehmen ; deshalb schreiben wir (§^)y + di/^^- -^Q ^"^^ Q ^ liefern 
die Beiträge —{^y\ + d»^y ^^^P- ~^«^^j so daß wir im ganzen 
haben 



S 
^3^ 



f^sds - ^ydy + {^z)„^aydz - {^y\^a,dy - ^,dz . 
Die Entwicklung nach dem Taylor sehen Satz ergibt 

(^')» + dy = ^' + -g^ ^V', 
also wird aus unserer Formel 

Durch das Rechteck dydz wird nur ein unendlich kleiner 
Strom fließen, da die Stromdichte 3 endlich ist. unter der Strom- 
dichte verstehen wir einen Vektor, dessen Richtung mit der des 
Stromes zusammenfällt, und dessen Größe diejenige Stromstärke 
ist, welche durch eine unendlich kleine, senkrecht zu dieser Rich- 
tung stehende Flächeneinheit fließt. 

Die durch das Rechteck dy dz (Fig. 6) hindurchfließende Strom- 
stärke di ist 131^^9 ^0 ^^ ^^^ Querschnitt des in der üblichen 
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Weise (vgl. Nr. 2) konstruierten 3 -Linienbündels ist, welches das 
Rechteck dydz durchsetzt. Nun ist aber da ^^ dydz cos (3, a;), 
da 3 senkrecht auf da und x senkrecht auf dydz steht, also ist 

di-=-\%d6 = 131 oo^{^x)dydz = "^^dydz. 

So wird aus (3') 

dy 



w 



cz 



4« 3.- 



Ebenso wähle man unendlich kleine Rechtecke senkrecht zur y- 
resp. i?-Achse ; dann folgen zwei weitere Gleichungen , die durch 
zyklische Vertauschung der Buchstaben xyz aus (4) hervorgehen. 

Sie lauten 




(4) 



dx 






Fig. 6. 



Die Gleichungen (4) bilden das erste 
Tripel der Maxwell sehen Gleichungen 
für stationäre Ströme in der Differen- 
tialform. Die Systeme (3') und (4) sind 
einander vollkommen äquivalent. 
Die linken Seiten von (4) sind Komponenten eines Vektors, 
den man rot ^ (sprich: Rotation ^) nennt; (4) lautet also in 
Vektorschreibweise 
(4') rot$«4jr3. 

5. Anwendung der ersten Maxwellschen Gleichtmg. 

Formel (3') beansprucht allgemeine Gültigkeit, also auch z. B. 
im Innern eines geradlinigen stromdurchflossenen 
Drahtes, wo das Feld nach Nr. 1 nicht meßbar ist; 
hier ist es eben durch (3') definiert. 

Hat ein geradliniger Draht den Radius a, so 
kann man den Strom i^, der durch einen Kreis 
vom Radius r fließt (Fig. 7), berechnen, wenn man 
berücksichtigt, daß der Strom t gleichförmig über 

den Querschnitt verteilt ist; es ist dann 

(5) t^ : i ~ r^jT : a^jT. 

Da ^ aus Symmetriegründen peripherisch um die Drahtachse 




Fig. 7. 



Feld im Innern eines Drahtes. Solenoid. 



verläuft, so folgt aus (3') mit Berücksichtigung von (5) 

(6) \^\2rn = 47t?^ = ^n ■ 

also 



ir 



(7) ^=^^ 

2 i 
während nach (2) außerhalb des Drahtes ^ == — ist. (In (2) 

ist -y nach Nr, 4 durch i ersetzt.) Auf der Oberfläche des Drahtes, 

d. h. für r «= a gehen beide Formeln ineinander über. 

Das Feld eines geschlossenen Solenoids. Auf einen 
Eing, den wir uns durch Rotation einer beliebigen ebenen Figur 
um eine außerhalb derselben, aber in derselben Ebene gelegene 
Achse entstanden denken, sei eine enge Spirale aus J^^ Windungen 
Leitungsdraht gleichmäßig gewickelt. Da jede ip- Linie wegen (S') 
wenigstens einmal mit dem Leitungsdraht verschlungen sein muß, 
und da die ^-Linien aus Symmetriegründen Kreise bilden müssen, 
deren Ebenen senkrecht zur Rotationsachse des Ringes und deren 
Mittelpunkte auf der Rotationsachse liegen, so folgt, daß alle 
^-Linien im Innern des Ringes sich befinden. Da | § | längs eines 
solchen Kreises aus Symmetriegründen konstant ist, so ergibt (3'), 
daß im Abstände r von der Achse 

2r7r!^| = 4t7tNi 

ist, denn Ni ist der Gesamtstrom, der den Kreis vom Radius r 
durchsetzt. Also ist 

(8) !»l-5f'- 

Außerhalb des Ringes ist das Feld in Strenge Null. 

Variiert r nicht stark für die verschiedenen Punkte im Innern 
des Ringes, d. h. ist der Ring dünn gegen die Abstände seiner 
Punkte von der Rotationsachse, so ist $ im Innern annähernd 
konstant. 

Kapitel II. 

Die magnetische Induktion in KSrpern von konstanter 

Permeabilität. 
6. Das Induktionsgesetz; die zweite Maxwellsche Glei- 
chung. In Nr. 2 haben wir das Vektorfeld ^ geometrisch dar- 




10 Kapitel U. 

gestellt. Wir fragen jetzt, wie viele ^-Linien durch eine beliebige 

Fläche a mit der einen willkürlich 
-^ als positiv gewählten Normalenrich- 
^fj tung n hindurchgeben. Wir legen ein 
Flächenelement d£ senkrecht zur Rich- 
tung von ^; nach Nr. 2 durchsetzen 
dieses \^\d£ ^-Linien, 
y^ Alle diese Linien gehen auch 

durch das Flächenelement da hin- 
durch, welches durch die vom Rande von d2 ausgehenden ^-Linien 
aus a ausgeschnitten wird, und es ist nach Fig. 8 

d2J— da cos (n,$). 
Durch das Element da gehen also 

l^ldi:^ |$| cos (n, ^) da ^^^da 

|)-Linien. Die Gesamtzahl ^-Linien, welche die ganze Fläche a 
durchsetzen, beträgt demnach 



ß 

a 



^n^^' 



Dabei sind von selbst diejenigen ^-Linien als negativ gezählt, 
die von der Seite der positiven zur Seite der negativen Normalen 
durch a hindurchtreten, da bei diesen cos(w,^) negativ ist. 

Kann man durch eine geschlossene Kurve s eine beliebige 
Fläcbe a legen, die nur der Bedingung genügt, daß sie vollkommen 
in Luft verläuft, so sagt das von Faraday gefundene Gesetz der 
elektromagnetischen Induktion aus, daß das Linienintegral der 
elektrischen Feldstärke längs der Kurve s in jedem Augenblick 
proportional der Geschwindigkeit ist, mit der die Zahl der durch 
a hindurchtretenden ^-Linien sich ändert. Messen wir die elek- 
trische Feldstärke S im elektromagnetischen Maßsystem, so ist 
anstatt „proportional" „gleich" zu setzen. Dieser Satz lautet in 
Formel 

(9) -j^'^'-Ttj^nd'- 

Auf der linken Seite muß das Minuszeichen stehen, wenn der 
ümlaufsinn von s und die Richtung der positiven Normalen n 
wie immer so gewählt sind,, daß sie eine Rechtsschraubung bilden. 
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Die Strömung oder Stromdichte S steht mit der elektrischen 
Feldstärke S in einem homogenen Drahte in der Beziehung 

(10) 3«^®, 

wenn k die (elektrische) Leitfähigkeit des Drahtes bedeutet. Ist 
a sein Querschnitt, so ist wegen (10) 

oder da |3|<y = i für jeden Querschnitt denselben Wert hat, 

(11') j\äs^ij^j^^^iw, 

/da 
r— heißt der galvanische Widerstand des Drahtes. 

Nach dem Ohmschen Gesetz ist also das Linienintegral der 
elektrischen Feldstärke gleich der elektromotorischen Kraft im 
Leitungsdraht. 

Bis jetzt haben wir die Beschränkung eingeführt, daß die 
Fläche c der Formel (9) vollständig in Luft verlaufen muß; Glei- 
chung (9) würde auch nicht mehr richtig sein, wenn wir diese 
Beschränkung fallen ließen, denn wir haben schon eine Festsetzung 
über die magnetische Feldstärke § im Innern anderer Körper ge- 
troffen, indem wir die erste Maxwellsche Gleichung (3') als 
überall gültig angesehen haben (vgL besonders die erste Anwen- 
dung derselben in Nr. 5). 

Gleichung (9) ist nun allgemein richtig, gleichgültig ob <s 
durch Luft oder irgendwelche andere Materialien geht, wenn wir 
anstatt der magnetischen Feldstärke $ rechts einen neuen Vektor, 
die magnetische Induktion 93, setzen, so daß wir erhalten 



(12) ^ß^ds^^l-J^.da, 

und das ist die zweite Maxwellsche Gleichung in der Integral- 
form. 

Der Vektor 93, der auch Kraftliniendichte oder magne- 
tische Erregung genannt wird, ist streng genommen nur im 
Vakuum gleich und gleichgerichtet der Feldstärke $, praktisch 
aber auch in Luft. In sehr vielen Materialien ist 

(13) S-ft©, 
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wo fi eine Konstante des Materials ist, welche Permeabilität 
oder Magnetisierungskonstante heißt; d. h. S3 ist mit ^ 
gleichgerichtet und steht in einem fest angebbaren, vom Material 
abhängigen Verhältnis zu §. 

fi ist immer positiv. Ist /i > 1 , so heißt der Körper para- 
magnetisch, ist fi < 1 , so heißt er diamagnetisch. 

In Kristallen ist 83 eine lineare Vektorfunktion von ^, d.h. es 
gelten die Beziehungen 

(13') »y == M21^. + f^22«>y + ^28^, 

S3, = Hl^x + f*32^y + f*3S^. » 

WO fi^j^ =» jLijti ist. 83 und ^ haben dann also nicht dieselbe Richtung. 

In den sogenannten fenomagnetischen Körpern schließlich, 
wie Eisen, Stahl, Nickel, Kobalt und einigen Legierungen ist 93 
nicht in einfacher Weise mit $ verbunden, ja 83 ist sogar nicht 
einmal durch den augenblicklichen Wert von § bestimmt, sondern 
hängt mit von früheren $ -Werten ab, so daß nicht einmal die 
Richtung von S und § miteinander übereinzustimmen brauchen. 

Auf diese ferromagnetischen Materialien, die in der Elektro- 
technik eine große Rolle spielen, kommen wir noch eingehend zurück. 

Die Größe ~ — bezeichnet man gewöhnlich durch den Buch- 
staben x; X heißt die (magnetische) Suszeptibilität. Nach dem 
Obigen ist x für |v^. [magnetische Substanzen ^0. 

Suszeptibilität X bei 18®. i) 

Wismut . . —14 10-^ Wasser —0,755 lO"^ 

Gold. . : . - 2,8 10"^ Vakuum 0,00 

Quecksüber- 2 10"« Luft (1 Atm.) . . . +0,027 10"« 

Silber ... - 1,7 lO"« Sauerstoff (1 Atm.) +0,12 10"^ 

Kupfer . . — 1,0 10"« Platin + 25 10"* 

Zink .... - 0,8 10"« Palladium + 55 10"^ 

3 = / ^n^^ nennt man den Induktionsfluß (Kraftlinienfluß) 
durch die Fläche a. 



1) Vgl. F. Kohlrausch, Lehrbuch der praktischen Physik, 9. Aufl., 
Leipzig und Berlin 1901, Tab. 86 a. 
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In genau derselben Weise, wie aus (3') die Gleichungen (4) 
folgten (Nr. 4), läßt sich aus (12) das System ableiten: 



(") 



-( 



dy dz ) ^ dt 
\ dz' ~dx ) "" dt 
\ai' dy ) dt ' 



es heißt das zweite Tripel der Maxwell sehen Gleichungen. 
In Vektorschreibweise lautet es : 

(14-) _rot® = |?. 

Bei der Messung der Feldstärke in Nr. 1 haben wir Formel (12) 
resp. (9) benutzt. Ist die Feldstärke ^ im Bereiche der kleinen 
Probespule als räumlich gleichförmig anzusehen, so ist 

Wegen (9) und (11') ist 

w dt ^^* ^ 

Zur Zeit t^ beginne man mit der Bewegung der Spule, zur 
Zeit ^2 befinde dieselbe sich im Felde Null, dann ist die durch 
das Galvanometer fließende Elektrizitätsmenge nach der letzten 
Gleichung 

(15) e^jldt^-l[SöA'= + ~:-- 

Diese Formel enthält das Prinzip der ballistischen Messung 
magnetischer Feldstärken. ^) 

Der Webersche Erdinduktor. Eine Spule aus N Win- 
dungen der Fläche a sei im magnetischen Felde der Erde so auf- 



1) Die Ableitung der Formel (15) ist nicht streng, da der Einfluß 
der Selbstinduktion des Leiters nicht berücksichtigt worden ist (siehe 
unten), das Resultat ist aber genau richtig. 
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gestellt, daß die eine Flächennormale n im magnetischen Meridian 
horizontal gerichtet sei und zwar von Süden nach Norden. Diese 
Spule ist mit einem ballistischen Galvanometer verbunden. Der 
Induktionsfluß durch die Spule ist 3i "= ^« ^^ ~ ' ^ I cos i • Na, 
wenn i die magnetische Inklination, d. h. den Winkel bedeutet, 
den die erdmagnetische Feldstärke mit der Horizontalen bildet. 
' ^ ; cos i == -ff bezeichnet man als Horizontalintensität der erd- 
magnetischen Feldstärke. Dreht man plötzlich die Fläche des 
Erdinduktors um 180®, so daß die positive Normale wiederum 
horizontal, aber nach Süden weist, so ist jetzt der Induktionsfluß 

also folgt 

Mittels des Erdinduktors und eines geaichten ballistischen Gal- 
vanometers läßt sich also H bestimmen. 

7. Folgerungen aus den Maxwellschen Gleichungen. 
l) Da die linke Seite der Gleichung (3') 

unabhängig von der Form der Fläche a ist, wenn diese nur s zur 
Eandkurve hat, so ist 

(17) ß„dO ''ß,d6 . 

Da a^ und a^ (Fig. 9) zusammen eine geschlossene Fläche bilden, 

so bedeutet (17), daß die Strömung, die in eine geschlossene 
Fläche eintritt,' immer Null ist. Das ent- 
spricht auch der Anschauung, daß dasTlä- 
chenintegral der Strömung gleich der Elek- 
trizitätsmenge ist, welche durch die Fläche 
in der Zeiteinheit hindurchtritt; würde mehr 
Elektrizität ins Innere der Fläche hinein- 
p. g fließen als aus ihr heraustritt, so würde eine 

dauernde Anhäufung von Elektrizität im 

Innern stattfinden, und der Zustand könnte nicht, wie wir immer 

voraussetzen wollen, stationär sein. 
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2) Da Gleidmng (12) für jede Fläche 6 gelten soll, die durch 
s gelegt werden kann, so folgt (Fig. 9) 

(18) Tj^näo-l-J\ä<s, 

oder wenn man die durch 6^ und a^ gebildete geschlossene Fläche 
a nennt und ihre äußere Normale überall als positiv wählt, so daß 
in (18) das Vorzeichen von 35^ auf a^^ umgekehrt werden muß, 

für jede geschlossene Fläche. 

J^^da, die Zahl der Induktionslinien, welche aus einer be- 
liebigen geschlossenen Fläche herauskommt, ist zeitlich konstant. 
Diese Konstante ist aber Null, da aus keiner Fläche eines Mate- 
rials 93-Linien herauskommen, welches noch nie magnetischen 
Einwirkungen unterworfen worden ist. Es ist also 



^ Js„d<T = 



(19) /«»«iff-O 



für jede geschlossene Fläche. Nirgends können demnach 9-Linien 
entspringen oder münden, denn umgibt man eine Stelle, an der 
©-Linien entspringen (münden), mit einer Fläche <y, so wäre auf 
dieser Fläche das Integral (19) ^0. Die ©-Linien verlaufen 
also in geschlossenen Bahnen, oder 93 ist, wie man sagt, ein sole- 
noidaler Vektor. 

3) Diflferentiiert man die erste Gleichung (14) nach a;, die 
zweite und dritte nach y resp. z und addiert sie dann, so ergibt 
$ich links identisch null, also folgt 

dt\dx '^ dy '^ dV)~'^ ' 
oder in Vektorschreibweise 

d. h. div85 (sprich: Divergenz S5) ist zeitlich konstant. 

Da vor irgendeiner magnetischen Einwirkung S5 sicher Null 
war, so ist die Konstante Null, also ist 

(20) div 8 - . 
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4) Gleichung (20) ist nur ein anderer Ausdruck für den Inhalt 
von (19); denn wählt man in (19) als spezielle geschlossene Fläche 
die Oberfläche eines unendlich kleinen 
rechtwinkligen Parallelepipeds mit den 
Kanten dx dy de parallel den Koordina- 
tenachsen, so gibt die linke Seitenfläche 
(Fig. 10), deren äußere Normale die Rich- 
tung — a? hat, zxjLj^^da den Beitrag 
_^^ — fÖ^dydz^ während die rechte Seiten- 
^*8- 10. fläche den Beitrag + (©*)<, ^^^ dy dz lie- 

fert. Es ist dabei beachtet, daß die linke Seitenfläche bei der Ko- 
ordinate X, die rechte, bei der Koordinate x -}- dx liegt. Ent- 
wickelt man (S3a.)^ ^^ nach dem Taylor sehen Satze und addiert 
die Beiträge der linken und rechten Seitenflächen, so erhält man 

^x + -^ dxjdydz^-— dxdydz. . 

Fügt man hierzu die Terme, welche die vordere und hintere, 
resp. untere und obere Seitenfläche liefern, so entsteht 

(21) >.i. = (^ + f-+^) ....... 

Dieser Ausdruck muß nach (19) verschwinden; das ist nur 
möglich, wenn (20) gilt. 

div 93 ist nach (21) also das Oberflächenintegral des Vektors 95 
über die Oberfläche einer unendlich kleinen Volumeinheit. 

Im absoluten elektromagnetischen Maßsystem ist die Dimen- 
sion der Induktion gleich der einer Feldstärke, da ft als reine Zahl 
angesehen wird, also 

[95] = [$] = [cm- V. grVa sec- ^] , vgl. Nr. 4. 

Der Induktionsfluß hat die Dimension 

[3] == [53] \A = [cm'/* grV. sec-i] , vgl. Nr. 6; 



femer ist 



[3] = ^ = [cm-V.grV.sec-i] 
[e]»[i][<]-[cmV.grV.], vgl. (15) 
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M--^ = [cni^8ec-^, vgl. (16) 

Die Einheit des Induktionsflusses heißt auch 1 Maxwell. 

Die technische Einheit der Elektrizitätsmenge ist 1 Coulomb, 
und zwar ist 1 Coulomb «0,1 abs. Einh. 

Die technische Einheit des Widerstandes ist 1 Ohm, und zwar 
ist 1 Ohm « 10^ abs. Einh. 

Die technische Einheit einer elektromotorischen Kraft ist 
1 Volt, und zwar ist 1 Volt = 10® abs. Einh. 

8. Die Eindeutigkeit des Magnetfeldes. Es soll bewiesen 
werden, daß es in einem beliebigen Baume S mit der Oberfläche a 
nur ein stationäres Magnetfeld gibt, welches folgenden Bedingungen 
genügt: 

I. (3') y$,rfs=:47ri 

fär jede geschlossene Kurve 5 in Ä; 

n. (19) /s3„d<j-o 

für jede geschlossene Fläche <y, die ganz und gar in S liegt. 

in. 93^ ist auf der Oberfläche a des Raumes S gegeben. Natür- 
lich darf S^ nicht ganz willkürlich auf der Oberfläche des Raumes 
gegeben sein, sondern auf der geschlossenen Oberfläche muß immer 
die Gleichung (19) erfüllt sein. 

Es ist also behauptet, daß das Magnetfeld ^ durch die Strom- 
verteilung und die durch die Oberfläche in den Raum eintretenden 
95-Linien eindeutig gegeben ist. 

Für den unendlichen Raum wollen wir die Bedingung stellen, 
daß keine ^-Linien ins Unendliche laufen oder aus dem Unendlichen 

kommen, d. h. I ^^da muß für jeden Teil einer unendlich großen 
Kugelfläche vom Radius B verschwinden. Sei da das Element 
des körperlichen Winkels, unter dem ein Element da der Kugel- 
fläche vom Kugelzentrum aus erscheint, so daß da ^ B^da ist, 

so muß I ^^B^da^ über jeden Teil der unendlichen Kugel inte- 
griert, verschwinden. Da aber j da immer endlich bleibt, so 
muß ^^B^ verschwinden. Das ist aber der Fall, wenn ^ im Un- 

OanB, MagnetismuB. 2 
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endlichen Null wird wie l/J?*. Diese Unendlichkeitsbedingung 
ersetzt III. überall, wo S sich ins Unendliche erstreckt. 

Dieser Beweis kann und soll nur für nicht-ferromagnetische 
Materialien geführt werden. Der Einfachheit halber beschränken 
wir uns auf isotrope Körper, in denen 

(13) » - f«^ 

ist. Übrigens sind die ferromagnetischen Materialien auch als 
nicht-ferromagnetisch aufzufassen, wenn die Feldstärken § in 
denselben durchweg sehr klein sind, da dann die Permeabilität 
nahezu konstant ist.-^) 

Beweis: Angenommen, es gäbe zwei Magnetfelder ^^ und ^g, 
welche beide den Bedingungen I bis III genügen, so bilde man 
das Differenzenfeld 

$' = <öi — 1>8 ; 

darunter ist der Vektor verstanden, welcher durch vektorielle 
Subtraktion des Vektors §2 ^^^ Vektor $1 entsteht. 
^' genügt dann den Bedingungen 

I'. f^:ds = 

für jede Kurve s innerhalb S; 

II'. /f*ö;dff = 

für jede geschlossene Fläche a innerhalb S-, 

ra'. 11^:^0 

auf der Oberfläche des Eaumes. 

n' sagt aus, daß die Vektorlinien ft§' nirgends entspringen 
und nirgends münden (vgl. die Bemerkung zu Gl. (19)), III' zeigt, 
daß auch durch die Oberfläche keine f*^'- Linien in den Raum 
eindringen, es könnte also höchstens geschlossene jii ^'-Linien in 8 
geben. Existierte eine solche, so könnte man sie zur Kurve s in 

1) Daß die Permeabihtät bei Eisen und Stahl für sehr kleine 
Feldstärken konstant ist, folgt aus den Messungen von C. Baur, Ann. 
Phys. Chem.U, 394, 1880; Lord Rayleigh, Phil. Mag. 23, 225, 1887; 
G. Rößler, Elektrotechn. Ztschr. 1893, S.134; P. Culmann, Elektro- 
techn. Zeitschr. 1893, S. 346; W. Schmidt, Ann. Phys. Chem. 54, 655, 
1895; L. Holborn, Ann. Phys. Chem. 61, 281, 1897; E. Gumlich, 
Tabellen von Landolt-Bömstein, Berlin 1905; H. E. J. G. Dubois, ibid. 
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I' wählen, dann müßte das Linienintegral positiv sein, da ^' längs 
der ganzen Kurve die Eichtung von s hat (weil fi eine positive 
Konstante ist). Geschlossene |[i^'- Linien widersprechen also I', 
d. h. ^' ist durchweg Null oder 



^i^* 



.'s» 



die angenommene Verschiedenheit zwischen §j und ^j ist un- 
möglich. 

Der Beweis wäre noch ebenso zu fuhren gewesen, wenn an- 
statt (13) 
(130 ^-(^^ + 47rgO?, 

wäre, wo 2Sl^ einen überall in S dauernd gegebenen Vektor be- 
deutet; denn für das Differenzenfeld ^' würde II' noch immer 
gelten. Diese Bemerkung ist für das Spätere von Interesse; in 
Eücksicht darauf ist auch die Bezeichnung des dauernd konstanten 
Vektors gewählt, die hier vielleicht auffallend erscheinen könnte. 

Der Eindeutigkeitsbeweis setzt uns in den Stand, von einem 
irgendwie gefundenen Felde nachzuweisen, daß es das gesuchte 
ist, indem wir zeigen, daß es allen Bedingungen genügt. Darin 
liegt die Bedeutung des Beweises. 

9. Das magnetisclie Potential. Außerhalb der Baumteile, 
durch welche elektrische Ströme fließen, läßt sich immer eine 
Funktion ü von x, y, z finden, so daß 



(22) 



**'" dx 
- dU 



ist. ü heißt das magnetische Potential. Die Einführung des- 
selben hat den Vorteil, daß man es nur mit einer Funktion ü 
zu tun hat, anstatt mit drei Funktionen ^^^^ $y, ^«. 
Beweis: Für jede beliebige geschlossene Kurve ist 



J^^ds^^4t7ii, 



das Linienintegral ist also vom Wege abhängig, da die Summierung 
sich auf alle Strombahnen erstreckt, welche die Kurve 5 umzingelt. 
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Legen wir aber Sperrfl&chen <y, welche die Strombahnen zu Eand- 
kuryen haben und bestimmen, daß die Kurve s keine Sperrfläche 
durchsetzen darf, so wird für jede noch mög- 
^.^ ' liehe geschlossene Kurve 

So es muß slIbo f ^gds längs einer Kurve, welche Sq 

Flg. 11. ^ 

mit 8^ verbindet, von der Wahl dieser Kurve un- 
abhängig sein, d. h. airf dem Wege (l) denselben Wert haben wie 
auf dem Wege (2) (Fig. 11), also 

(23) i^)f^,ds = mf^.ds, 

denn beim Durchlaufen der geschlossenen Kurve, die sich aus den 
Wegen (l) und (2) zusammensetzt, muß sein 

(24) (1)/"$, ds + {i)f^,ds =. . 

Diese Gleichung ist aber identisch mit (23), wenn man im zweiten 
Integral die Integrationsfolge umkehrt. 

Wir gehen von einem konstanten Punkte Sq aus und bilden 

das Integral j^^ds^ dieses hängt bei konstant gedachtem s^ nach 
(23) nur vom Punkte 5^ ab, wir können also setzen 

(25) fy,ds^-U{s^). 

»0 

Wir wählen einen s^ unendlich benachbarten Punkt si, und es sei 

«i' 

(26) fy,ds^-^ü{s[). 

Da wir den Integrationsweg, wie wir sahen, beliebig wählen 
dürfen, so wählen wir ihn in (26) über s^, dann gibt die Differenz 
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von (26) und (25) 

(27) j^,ds-'-{TJ{s'^-V{s^). 

»1 

Da 5^ und S\ einander unendlich benachbart sind, können wir 
links das Integralzeichen fortlassen. Eechts ist der Zuwachs auch 
unendlich klein, gleich — dTJ ^ und wenn wir TJ als Funktion von 

8 auffassen, gleich o- ds , also folgt aus (27) 

Da ds nun jeden Ort und jede Kichtung haben kann, so 
folgen speziell die Gleichungen (22). 

Setzt man (22) in (4) ein, so sieht man, daß diese Gleichungen 
überall da befriedigt sind, wo keine elektrischen Strömungen 
existieren. 

Das magnetische Potential ist nur bis auf eine willkürliche 
Konstante definiert, denn nur die Differentialquotienten nach den 
Koordinaten haben wegen (22) physikalische Bedeutung. Gewöhn- 
lich gibt man der Größe 17 in unendlicher Entfernung von allen 
Strömen den Wert Null. 

Läßt man die Sperrflächen wieder fort, so ist ü keine ein- 
deutige Fimktion des Ortes mehr, die rechte Seite in (25) hängt 
vom Integrationswege s ab, denn beim einmaligen Umzingeln des 
Stromes i kommt wegen (3') links die additive Konstante + ini 
hinzu. 

10. Das magnetisclie Potential eiües geradlinigen Stromes i. 
Führen wir Zylinderkoordinaten r, <p,8 um die Achse eines gerad- 
linigen Stromes, der in der Richtung der ;? -Achse fließt, ein und 
bestimmen die Komponenten von ^ nach diesen Koordinaten, so 
folgt aus den Angaben in Nr. 3 oder auch aus Gleichung (3') unter 
Berücksichtigung der Symmetrie Verhältnisse «.^ 



(29) 







^, = Flg. 12. 

oder wegen (28), da die Komponenten des Linienelements ds 
nach diesen Eichtungen die Werte dr, rdip, dg haben, 



22 Kapitel U. 



er 

(30) \ -¥ = ^* 

-^ = 0- 

Durch Integration von (30) ergibt sich 

(31) 17 = — 2t9) + const. 

In der Tat zeigt sich, da q> bei einmaligem Umlaufen der 
;?- Achse um ^it wächst, daß U hierbei um — 4 Tri zunimmt. 

Da tgq>^y/x ist, so lautet (31) in rechtwinkligen karte- 
sischen Koordinaten 

(31') Z7 = — 2i a,rctgy/x + const. 

11. Das magnetische Potential linearer Ströme in Luft. 

Nach (22) in Nr. 9 leitet sich ^ aus einem Potential U ab. 

Setzt man die Werte aus (22) in die Gleichung (20) ein, in der 
35 = ^ ist, wenn der ganze Raum von unpolarisierbaren Mate- 
rialien erfüllt ist, d. h. von solchen mit der Permeabilität |Lt «= 1, 
wie das z. B. praktisch für Luft und Kupfer erfüllt ist, so bekommt 
man für U die Laplacesche Differentialgleichung 

oder in anderer Bezeichnungsweise 
(32') ACT-O. 

U ist femer nicht eindeutig, sondern erleidet an einer be- 
liebigen Fläche <y, welche durch die Stromkurve s gelegt ist, in 
der der Strom i fließt, den Sprung — 4 Tri, wenn man von der 
positiven zur negativen Seite dieser sogenannten Sperrfläche geht, 
und zwar ist als positive Seite der Sperrfläche die Seite der positiven 
Normalen verstanden, die, wie üblich, zur Stromrichtung in der 
Beziehung der Rechtsschraubung steht; in Formel : ?7_ = Z7+ — 4 ;r i . 

Da ip im Unendlichen wie l/B^ verschwindet (vgl. Nr. 8), so 
muß wegen (22) U wie 1/R^ verschwinden, da ^ aus U durch 
Differentiation nach den Koordinaten entsteht. 
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Hierdurch ist U nach Nr. 8 eindeutig bestimmt, denn (32) ist 
in dem speziellen Falle jii = 1 ein anderer Ausdruck für (19) 
resp. (20), der Sprung — 4,%% ist äquivalent der Bedingung (S'), 
imd die Unendlichkeitsbedingung gibt ^„ auf der Oberfläche des 
unendlichen Raumes als Null. 

Eine Funktion, welche diesen Bedingungen genügt, ist das ge- 
suchte U. 

Zunächst ist es klar, daß das Potential mehrerer linearer Ströme 
sich additiv aus dem Potential der einzelnen Ströme zusammen- 
setzt, denn wenn U^, U^^ , . . der Gleichung (32) und der ünend- 
lichkeitsbedingung einzeln genügen , so tut CT = CTj -f- CTg -f • • • 
das auch. Ist femer 27^ durchweg stetig und macht nur an der 
Fläche tf^ den Sprung — 47r?i, und ist ü^ überall bis auf die 
Fläche (jg stetig, wo es den Sprung — ^ni^ macht, so hat 27 gerade 
die vorgeschriebenen ünstetigkeiten. 

Wir können uns also auf die Bestimmung von U^ beschränken. 

Zunächst zeigen wir, daß, wenn r die Entfernung zweier Punkte 
p{xy^ und p'(a;'y'j?') ist, 1/r der Gleichung (32) genügt. 

Es ist nämlich 





r^y{x-xy+{y 


-yJ+(,-/y 


also 


d ' 






'^ r l dr 


1 x — x' 




dx r* dx 


r« r ' 


ebenso ist 








ai- 


ai- 




r y—y 


r z — z 




dy - r» ' 


dz ~ r' ■ 


femer ist 








'■-; . 


, 3{x-xy 




dx* ~ r' 


+ r^ 



__L _ _ 1 4- ^(y-yy 

dy* ~ r»"^ r' 

a« >- 

dz' ~ r»+ r» ' 
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also, wenn man diese drei Gleichungen addiert, 
(33) a| = 0. 

Nun sei p\x'y' z') ein Punkt der Sperrfläche <y, welche die 
Strombahn i^ zur Randkurve hat; die positive Flächennormale 

sei n. Dann ist auch / -^ — da eine Lösung der Gleichung (32), 

denn es ist A / -^ — da^ 1 ^ A~ da^O wegen (33), da die 

Reihenfolge der Differentiationen und Integrationen beliebig ist 
(A bedeutet ja nur Differentiationen nach den Parametern xyg 
in r, während die Integration und die Differentiation nach n be- 
züglich der Variablen x\ y\ z' zu erfolgen hat). 
Nun ist 

r 1 dr ,1 / s 

" o = 2 Q— = H — 5 cos («, r) , 

wenn die positive Richtung von r die Richtung von p' nach p 
ist; also ist 



f 



-^ da ::^Jy, cos {n,r)d6. 



Führen wir den körperlichen Winkel d(o ein, unter dem da 
von p aus erscheint, so ist dZ =^ r^do) das Flächenelement, 
welches der körperliche Winkel da) aus einer Kugel vom Radius r 
mit dem Zentrum j) herausschneidet. Aus der Fig. 13 folgt 

du ==^ da cos (w, r), 

also ist 

da cos {n, r) 

d. h. 



/^^-/^=^^"-/'" 



TangentenbuBSole. 
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JPf^Jtj 



Das Integral ist also der körperliche Winkel, unter dem die 
Fläche ö von p aus erscheint. Dabei sind die Winkelelemente dtü 
als negativ in Rechnimg zu ziehen, für die ^ (w, r) 
stumpf ist, d. h. deren zugehörige Flächenele- 
mente de von der negativen Seite von p aus 
gesehen werden. 

Eückt j> dem Element d^ unendlich nahe 
auf der Seite der positiven Normalen, so wird 
der körperliche Winkel, unter dem de erscheint, 
gleich 2 n. Tritt p durch die Oberfläche ö bei 
diS hindurch, so wird der körperliche Winkel, 
unter dem de von p aus erscheint, plötzlich 
— 2 TT, während die Winkel, unter denen die 

anderen Elemente erscheinen, sich stetig ändern; d. h. \d{o 
leidet einen Sprung — 4;r beim Hindurchgehen von ^ durch 
Fläche <y von der Seite der positiven zur Seite der negativen Nor- 
malen. 

Bezeichnet man den körperlichen Winkel, unter dem <y von p 
aus erscheint, mit od, so ist 




fa:y'z} 



Fig. 13. 



er- 
die 



üj: 






dis 



eine Funktion, die allen an TJ^ zu stellenden Bedingungen genügt, 
also das magnetische Potential des Stroms i^, denn es erfüllt (32), 
macht an ö den Sprung — \i%\ und verschwindet im unendlichen 

wie -^ , da dies der körperliche Winkel tut 

12. Die Tangentenbussole. Bei elektromagnetischen Mes- 
sungen spielt das Feld auf der Achse eines Kreisstroms eine wich- 
tige Rolle. Auf Grund der vorigen Ausfüh- 
rungen läßt sich dasselbe leicht berechnen. 
Die Fläche der Kugelkalotte, welche durch die 
Ebene des Kreisstxoms von der Kugel abge- 
schnitten wird, deren Zentrum in jp liegt, und 
deren Radius ^x^ + jR^ die Verbindungslinie 
des Punktes i? mit einem Punkte der Kreis- 
peripherie ist (Fig. 14), hat die Größe Fig. u. 
2 « (Vaj* + ^2 _ ^ 1/^2 ^ jj2^ also erhält 
man den körperlichen Winkel, unter dem sie erscheint, indem man 
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durch das Quadrat des Radius \x^ + jR^ dividiert, als 

Folglich ist 

(34) U^^n%i\^—^-~\ 



und das Feld 



$.=-- 






• s 



Aus Symmetriegründen sind auf der Achse der Kreisebene ^^ 
und ^, Null. 

Im Zentrum des Kreises, also für a; = 0, ist 

Steht die Ebene des Kreises parallel der Richtung eines gleich- 
förmigen Feldes H^ so setzen sich die beiden Felder ^^ und H 
zu einem resultierenden Felde zusammen, dessen 
X ^^''^^^^'' Neigung gegen H nach Fig. 1 5 gegeben ist durch 

-^ I h (34') tg O = 1 = ^'^ ■ 

Fig. 15. 

Kennt man IT, so kann man % durch (34') 
bestimmen und umgekehrt, indem man den Winkel % mißt, um 
den die Richtung des resultierenden Feldes von der des Feldes H 
abweicht (siehe unten); das ist der Zweck der Tangentenbussole. 

13. Das geradlinige Solenoid. Auf einen Zylinder von der 
Länge l und dem Querschnitt ö, dessen Querdimensionen unendlich 
klein gegen l sind, sei eine eng gewundene Spirale von ^Win- 
dungen gewickelt. Es soll das Magnetfeld eines in der Spirale 
fließenden Stromes i berechnet werden. 

Im Innern der Spirale, bis nahe an die Enden, ist das Feld ^ 
parallel der Zylinderachse, es habe hier den Wert A. Um einen 
Pimkt jeder Endfläche (X denken wir uns Kugeln von einem Radius a 
gelegt, der unendlich groß gegen die Querdimensionen des Zylinders, 
unendlich klein gegen l ist (vgl. Fig. 16). Dann treten durch das 
Innere des Zylinders Aq ^ -Linien in die eine Kugel hinein. Also 
müssen wegen (19) ebensoviele aus derselben in den umgebenden 
Raum austreten. Da der Zylinder unendlich dünn gegen den Kugel- 
radius ist, und. da die beiden Kugeln unendlich weit voneinander 
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entfernt sind, werden die $ -Linien im Innern der Kugeln gleich- 
mäßig nach allen Seiten, also radial verlaufen. Nennen wir den 
Abstand von einem Punkte der einen Endfläche des. Solenoids r^, 
den von einem Punkte der anderen Endfläche r^ , so 
ist im Innern der einen Kugel / a/ 

$^ • 4rf7r =» Jl<y, 
An 



also 



d.h. 






Äa 
Im Innern der anderen Kugel wird 

Ä6 



cr=- 



45rr, 




Fig. 16. 



sein, da in diese —Äa $ -Linien durch den Zylinder 
eintreten. Selbstverständlich gelten diese Werte nicht mehr in un- 
mittelbarer Nähe der Endflächen des Solenoids, wo sie unendlich 
groß würden, wähi'end ^ in Wirklichkeit überall endlich bleibt. 
Im Außenraum ergibt sich 



(35) 



4t7C Vfi rj/ 



Diese Funktion genügt allen an sie zu stellenden Bedingungen, 
insbesondere wegen (33) der Gleichung (32) und geht stetig in 
die Werte über, die im Innern der Kugeln gelten, da im Innern 

der ersten Kugel r^ klein gegen rg, also genähert gleich 

1 ., '' '* 

— ist. 

Um Ä zu bestimmen, benutzen wir (3'). Es ist f^^ds im 
Innern des Zylinders imd außerhalb desselben zu bilden. 

Im Innern ist das Linienintegral bis zum Eintritt in die Kugeln 
Ä{1 — 2a). Von der Oberfläche der einen bis zur Oberfläche der 
anderen Kugel ist es nach (27) durch die Differenz der [7- Werte 
gegeben. Wählen wir die Punkte der Kugeln, die einander am 
nächsten liegen, für die also r^=^ a, r^^l — a resp. r^ = ? — a, 
r^^^ a ist, so erhalten wir nach (35) 
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TT «^/^_^_1V 

^2 4« \l-a a) 
Das LinieniDtegral wird also 

^ ^ 2« \a Z^ — a/ 

Dann fehlt nur noch das Integral längs der Kurvenstücke 
innerhalb der Kugeln ; das können wir aber vernachlässigen, wenn 
wir l groß genug wählen, da der Beitrag, den diese Raumteile zum 
Integral liefern, von l innerhalb der erstrebten Genauigkeit unab- 
hängig ist, während der Beitrag, den das Innere des Solenoids 
liefert, mit l proportional ist. 

Es ist also bis auf unendlich kleine Größen 

Anstatt Z — 2 a dürfen wir l schreiben; fem er ist der letzte Term 
der rechten Seite gegen den ersten zu vernachlässigen wegen der 
Voraussetzungen über die Größenordnungen von a, l und den 
Querdimensionen von <y, also ist 

N 
(36) A = 47ri -,- = 4tnin 

N 
das Magnetfeld im Innern des Solenoids, wenn w = -p die Zahl 

der Windungen pro Längeneinheit bedeutet. 

Die Ableitung der Formel (36) gestaltete sich so umständlich, 
weil bewiesen werden mußte, daß die außerhalb der Spule liegen- 
den Linienelemente nichts Merkliches zum Linienintegral in (3') 
beitragen. Der Grund ist der, daß die ^ -Linien, welche sämtlich 
durch den kleinen Querschnitt der Spule müssen, im umgebenden 
Räume sich weit ausbreiten, so daß die Dichte derselben und da- 
mit die Feldstärke unendlich klein wird. 

Formel (36) gilt unabhängig von der Form des Querschnittes, 
den das Solenoid besitzt. Ist der Querschnitt kreisförmig, so läßt 
sich auf Grund von (34) eine genauere Formel für das Feld auf 
der Achse des Solenoids berechnen. 
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Hat der Punkt, für den das Feld berechnet werden soll, die 
Koordinate e auf der Achse, während die Endflächen des Solenoids 
die Koordinaten und l haben, so ist nach (34) das Potential 
einer Kreis Windung, deren Mittelpunkt die Koordinate f hat, im 
Punkte z 

Das Potential aller Windungen wird demnach 

da auf der Strecke df sich nd^ Windungen befinden sollen. 
Führen wir die neue Variable 








w = ^ — f 


ein, so wird 






dt du 


und 




^ 


z-l 


U^ 


— 27tni 1 (l ^A ' 



P) TT 

Nun ist ^« = — ö~ ; diese Größe ist aber leicht zu bilden, 
da ß nur in den Grenzen des Integrals vorkommt. Wir erhalten 

(36') ^, = 27tni (-7-^= - --- ^~L=| . 

In diesem Ausdruck sind die Wurzeln stets mit dem positiven 
Zeichen zu nehmen, da sie, wie man aus der Ableitung von (34) 
ersieht, bestimmte Entfernungen bedeuten. 

z ist also der Abstand des fraglichen Punktes von einer End- 
fläche; für die Punkte im Innern des Solenoids ist 0<;ef<?. So 

ist z. B. in der Mitte, d. h. för ;e? = — 

©. = 4t7tm =r • 
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Ist B klein gegen Z, so wird 



^, = 4:nni (l — -^) 



(36') gibt uns Aufklärung darüber, in wie weit Foimel (36) in 
den einzelnen Achsenpunkten im Innern des Solenoids eine An- 
näherung ist. 

14. Körper von konstanter Permeabilität im magne- 
tischen Felde. Bringt man einen Körper von konstanter Per- 
meabilität (ly in welchem nach (13) 

ist, in ein magnetisches Feld, so wird die Feldstärke an jeder 
Stelle des Eaumes geändert. Wir woUen die allgemeinen Be- 
dingungen aufstellen, denen ^ zu genügen hat. 

Diese sind durch (3') S. 6 resp. (4') S. 8 und (19) resp. (20) 
S. 15 gegeben. 

Das Feld, welches existierte, bevor der polarisierbare Körper 
ins Feld gebracht wurde, wollen wir ^q nennen. Dieses genügt 
nach (4') der Gleichung 

(37) rot ^0 = 4^3 
und nach (20) der Gleichung 

(38) div^o^O. 

Nachdem der Körper ins Feld gebracht ist, gelten die Glei- 
chungen 

(39) rot$ = 47rS 

(40) divft^^O, 
oder, da (i räumlich konstant sein soll, 
(40') div$ = 0. 

Setzen wir 

(41) ^-«»o + Ä, 

und nennen wir Ä das Zusatzfeld, so folgt durch Subtraktion der 
Gleichung (37) von (39) resp. (38) von (40') 

(42) rot ^ - 

(43) div fö = 0. 
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Im Unendlichen ist die Veränderung des Eeldes durch den 
Körper nicht mehr merklich, dort muß also ^ *=« ^o ^^^^ ^^®^ 

(44) £ = wie 4^, 



1 



da ^ und $q wie ^ verschwinden. 

15. Die Grenzbedingungen. Da 9 ein solenoidaler Vektor 
ist, so darf es keine Fläche a mit der Normalen n geben, an der 
8^ unstetig ist, denn sonst wären an diesen Stellen Anfangs- oder 
Endpunkte von 93 vorhanden. Das bedeutet 
aber für die Grenze des Körpers gegen Luft, 
in welcher |it = 1 ist, 

(45) (^^in-^an^ 




wenn der Index i für das Innere des Körpers, 
der Index a für das Äußere, also die Luft gilt. 

Gleichung (4') können wir in rechtwink- y. ^^ 

ligen Koordinaten (vgl. (4)) schreiben und die 
^;8: -Ebene für den Augenblick als Tangentialebene an einem be- 
stimmten Punkte des Körpers ansehen (Fig. 17). Damit die Glei- 
chungen (4) dann Beziehungen zwischen endlichen Größen sind, 
dürfen die DiflFerentialquotienten nach x an der Grenze nicht unend- 
lich groß werden (die Diflferentialquotienten nach y und bleiben 
selbstverständlich endlich, da man bei der Bildung derselben nur 
die ^ -Werte auf der einen Seite der Grenzfläche braucht), d. h. 
es müssen § und ^^ an der Grenzfläche stetig sein. 

Ohne Spezialisierung des Koordinatensystems lautet diese Be- 
dingung: Die Tangentialkomponenten von ip müssen 
stetig sein. 

Da ^Q überall stetig ist, so müssen auch die Tangentialkom- 
ponenten von K stetig sein, während für die Normalkomponente gilt 

(46) $.0« = ^aOn- 

Subtrahieren wir (46) von (45), so folgt 

(47) J*t,,-®a« = -(f'-l)«>o» 
oder 

(47-) t,,-Ä„„ = -(^-l)^,„. 

In (47) haben wir den Index i oder a an ipo^ fortgelassen, da 
^Q an 6 stetig ist, diese Unterscheidung also überflüssig erscheint. 
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Man bezeichnet gewöhnlich 

(48) (|it- 1)§==4«3R 

und nennt SD? die Magnetisierung, es ist also wegen (13) S. 18 

(49) S3 = ft^==^ + 47r3R, 
d. h. man führt die Bezeichnung ein: 

(50) . m 



'^§ = «§. 



wenn x die Suszeptibilität bedeutet. (47') sagt aus, daß die Nor- 
malkomponente von ^ an der Grenze des Körpers gegen Luft 
einen Sprung erleidet, der gleich dem 4 tt- fachen der Normal- 
komponente der Magnetisierung an der fraglichen Stelle ist. 

16. Die Brechung der Induktionslinien. Zerlegen wir den 
Vektor § an der Grenze eines Körpers 
gegen Luft in die Tangentialkompo- 
nente ^^ und die Normalkomponente 
$„ zu beiden Seiten der Oberfläche, so 
ist nach obigen Bedingungen 




Fig. 18. 



(51) 
(52) 






Daraus folgt 1., daß der Vektor ^^, der Vektor ^^ und die 
Normale n in einer Ebene liegen. 

2. Dividiert man (52) durch (51) und nennt den Winkel 
zwischen Q und der Normalen -O* (vgl. Fig. 18), so folgt 

1. und 2. bilden das Brechungsgesetz der ^-Linien, oder da 95 
parallel ip ist, das Brechungsgesetz der Induktionslinien. 

17. Der voUkommene magnetisohe !E[rei8. In Nr. 5 hatten 
wir gesehen, daß im Innern eines geschlossenen Solenoids ein Feld 
existiert, welches sich nach (8) berechnen läßt 

^ r 2r7C 



Außerhalb des Ringes ist das Feld Null. 
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Sind die Dimensionen der erzengenden Fläche des Ringes klein 
gegen den Abstand ihrer Punkte von der Rotationsachse, so ist r 
für alle Punkte im Innern des Ringes merklich konstant. Nennen 
wir die Länge eines solchen Ringes 2r7r = ?, so können wir auch 
schreiben 

^ =» — ^ — = 4jrni. 

Bringt man einen koaxialen Ring aus irgendeinem Material 
von der Permeabilität (ij ein sogenanntes Toroid, in das Solenoid, 
so ändert sich das Feld nicht, da noch immer sämtlichen Be- 
dingungen genügt wird. (Das liegt daran, daß keine § -Linien 
senkrecht zur Oberfläche des Ringes verlaufen.) Ln Innern dieses 
Ringes ist also 

(54) « = ^i^. 

Irgendwelche Körper im Außenraum ändern das Feld in der 
Spule nicht, da im Außenraum vorher wie nachher das Feld Null 
bleibt. 

Hat der Ring den Querschnitt ö, so ist der gesamte Induk- 
tionsfluß durch denselben 

(o5) 3 =. Sex = fi (J — y- j— ' 

HO 

w = — nennt man den magnetischen Widerstand, ^ auch die 

magnetische Leitfähigkeit, i^nNi die magnetomotorische Kraft 
M'M'K. Dann ist 

(55') B-S^ 

in der Form dem Ohm sehen Gesetz genau analog. 
18. Der unvollkommene magnetische 
Ereis. Ist der Ring mit einem schmalen Schlitz 
von der Breite l^ versehen (vgl. Fig. 19), und ist 
die Länge des geschlitzten Ringkörpers Z,., so daß ^^rntTf 

1 = 1^ + 1^ die ganze Peripherie des Kreises ist, 
so verlaufen die ip -Linien noch immer peripherisch, wenn man von 
dem komplizierteren Verhalten in der Nähe der Schlitzränder ab- 
sieht, wo eine Ausbauchung der § -Linien und ein Austreten in 

Gans, Magnetismus. 3 
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den umgebenden Luftraum stattfindet, was man als Streuung 
bezeichnet. 

Genähert ist also nach (3') 

(56) ^ih + ^Ja-^^^'i- 

An der Stirnfläche des Schlitzes folgt aus (45) 

(57) ft^, = ^a- 

Eliminiert man §^ mit Hilfe von (57) aus (56), so ergibt sich 

(58) ^,(l, + fiQ^^nm 

oder der Induktionsfluß durch den ganzen Querschnitt 



(69) 

oder 
(59-) 



3 = (»$«« - ^a« ' 



ILO a 



3 



MM K 



w^ heißt der innere, tv^ der äußere magnetische Widerstand 
des „magnetischen Kreises^S 

Eine analoge Formel stellt genähert die Verhältnisse in einem 
geschlitzten magnetischen Kreise dar, selbst 
wenn die Querschnitte und Permeabilitäten 
der einzelnen Teile des Kreises nicht einander 
gleich sind, wie z.B. bei dem Elektromagneten 
Fig. 20, wo eine mittlere Länge und ein mitt- 
lerer Querschnitt der einzelnen Teile einzu- 
führen ist. 

Man zerlege den magnetischen Kreis in 
n Teile mit den Längen ^i, ^g, . . ., Z^, den 
Querschnitten (Si^ o^, . . ., c^, den Permea- 
bilitäten 1^1 9 1^2 , ... , fi^, dann ist 

(60) ^,h + ^,h + ---+ ^J„ = 4« JTi , 

(61) fti^iCi - ftj^jffj |u,$,(j„ = 3 . 

(61) ist die Solenoidalitätsbedingung des Yektors 93, falls keine 
Streuung stattfindet. Eliminiert man $i, $j, •• •, ^, durch (61) 
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aus (60), so ergibt sich 

4.nN% MMK 



(62) 3« 



ij__^ LJn_ ^1 + ^^+' 



(62) bildet die Grundlage der Berechnung von Elektromagneten, 
Dynamomaschinen und Motoren ; bei der genauen Berechnung wird 
aber die Streuung mit berücksichtigt. 

Vernachlässigt man die Streuung, d. h. nimmt man an, daß 
sämtliche Induktionslinien den ganzen magnetischen Kreis durch- 
laufen wie die Induktionslinien vom Typus c in Fig. 20, so gilt 
(61), d. h. es ist 

3l "" 82 "" * • • "" 8n • 

In Wirklichkeit aber werden die Induktionslinien zum Teil 
seitlich aus dem Kreise herausgedrängt und kehren auf kürzerem 
Wege, als dem ganzen Kreise entsprechen würde, in den Kreis 
zurück, wie die Induktionslinien vom Typus a in Fig. 20, zum 
Teil (besonders in der Nähe der Luftschlitze, des sogenannten 
Interferrikums) überspringen sie Teile des Kreises und verlaufen 
eiuB Strecke lang durch die Luft neben dem Kreise, bis sie wieder 
in den Kreis eintreten, wie die Induktionslinien vom Typus b in 
Fig. 20. 

In diesem Falle gilt die Beziehung (61) nicht mehr. Zerlegt 
man auch hier den Kreis in n Teile, so daß in jedem 3 annähernd 
konstant ist, so folgt aus (60), wenn man entsprechend (61) 



(61') 
setzt: 


^1= ^' Ul 


(620 


x = l 



Gewöhnlich existiert eine Zone im magnetischen Kreise, und 
zwar gerade die nutzbare, von der man von vornherein weiß, daß 
in ihr die wenigsten Induktionslinien verlaufen. Das ist der 
Schlitz im Elektromagneten Fig. 20, d. h. das Gebiet 4 oder der 
Anker eines Motors resp. einer Dynamomaschine. 

Setzt man 

3* 
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so heißt v^ der Streuungskoeffizient der xten Zone des Kreises^); 
die so definierten Streuungskoeffizienten sind vom Strome i nicht 
abhängig, wenn fi keine Funktion der Feldstärke ist, und sonst 
nur wenig von i abhängig. Mit Hilfe der Streuungskoeffizienten 
ergibt sich aus (62') 

X 

als bessere Näherung für den Induktionslinienfluß in einem elek- 
tromagnetischen Kreise. 

Man bestimmt den Streuungskoeffizienten v^ experimentell, 
indem man um die xte und um die nutzbare Zone je eine Windung 
legt, die man einzeln an ein ballistisches Galvanometer schalten 
kann. Das Verhältnis der beiden Galvanometerausschläge beim 
plötzlichen Einschalten des Stromes, wenn einmal die Windung der 
xten, dann die der nutzbaren Zone am Galvanometer liegt, gibt v^. 

Schlußjoch: Klemmt man einen zylindrischen Stab der Länget, 
der Permeabilität jit und des Querschnittes 6 an beiden Endeli in 
die Klemmbacken eines Halbrings von großem Querschnitt a und 
großer Permeabilität fi', so wird der magnetische Widerstand 
des so entstandenen Kreises im wesentlichen nur aus dem des 
Stabes, aber nicht aus dem des Halbringes, des sogenannten Schluß- 
joches bestehen. In 

^ M'M'K 4:nNi 

jj — .— 

ist eben w' = —r—, sehr klein gegen w; == Genähert ist also 

Außer der Primärspule mit N Windungen ist der Stab mit 
einer Sekundärspule von N^ Windungen eng umgeben. Diese ist 
mit einem ballistischen Galvanometer verbunden. Durch die Sekun- 
därspule tritt also der Induktionsfluß N^S- Ändert man plötzlich 
den Strom i, so daß der ursprüngliche Induktionslinienfluß Si sich 
in 32 verändert, so fließt (vgl. (16) S. 14) durchs Galvanometer vom 

1) Vgl. J. u. E. Hopkinson, Phil. Transactions 177, 331, 1886, 
sowie J. Hopkinson, Orig. papers on dynamo machinery and allied 
subjects p. 87, New- York 1893. 
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elektrischen Widerstände W die meßbare Elektrizitätsmenge 

e-§(8i-3,). 

Daraus läßt sich /la bestimmen. 

Eliminiert man ©j, ©j, . •, $>„ durch (61) aus (60), so erhalt 
man 

ß 4«m- 

^^"Wl + ^ + -. + ... + i?.)* 
Beim Schlußjoch ist also im Stabe genähert 

T 






Da 

ist, so lassen sich die Werte von 89 bestimmen, welche entstehen, 
wenn man ein Feld ^ von bestimmter Größe im Stabe erzeugt.^ 
Wenn der magnetische Widerstand fi des Jochs noch merklich, 
aber klein ist, so werden 

und 

■ *"'(■+?) 

Q 

EU klein gefunden, aber das Verhältnis \i^ ^^ ~ ist unabhängig 
vom Jochwiderstand. 

Dia TMmagnf^ieT\mg, Bevor der geschlitzte Kreisring ins 
geschlossene Solenoid gebracht wurde, war das Feld 

nachher ergibt sich das Feld im Innern des Körpers aus (58). 
(58) können wir auch schreiben 
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also ist 

(63) ^.-,^-|p^(.-l)^.- 
oder 

(63-) §, = ^„-,^(f*-l)^,. 

Das wirkliche Feld |),. im Innern wird also infolge der „Ent- 
magnetisierung" 7~l ; (f* — 1)©,- kleiner als das ursprüng- 
liehe Feld $^. Wir können (63 ) schreiben 

(64) ^,^^„-Pfßt, d.h. (64') «>,==r^' 
wenn wir 

(65) f;A-P 

setzen und (48) S. 32 benutzen. 

Die Entmagnetisierung hängt also von der Stärke der auf- 
tretenden Magnetisierung und diese von der Suszeptibilität des 
Materials ab. 

P heißt Entmagnetisierungskoeffizient, er ist nur von 
geometrischen Größen abhängig. Die Entmagnetisierung wird um 
so größer, je weiter der Schlitz im Verhältnis zur Ringlänge ist, 
sie wird Null, d. h. das Feld wird das ursprüngliche, wenn die 
Schlitzweite unendlich klein wird. 

Das Potential des Zusatzfeldes. Das Zusatzfeld Ä leitet sich 
nach (42) S. 30 aus einem Potential V ab, d. h. es ist 

(ee) «. = -|J, «,-|?. ». = -¥.■ 

Setzt man (66) in (43) S. 30 ein, so ergibt sich, daß V der 
Gleichung 
(67) A7=0 

genügt. Im Unendlichen muß V wie -^^ verschwinden (vgl. (44)) 

Wegen (47) S. 31 macht die Normalkomponente von Ä an der Ober- 
fläche einen Sprung, und zwar ist 

Da S überall endlich ist, muß V von der Oberfläche des Kör- 
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pers (wegen (66)) stetig sein, also 
(69) • F,-F„. 

Durch (67) bis (69) ist V eindeutig bestimmt (vgl. Nr. 8). 

19. A7=0 in krummlinigen Koordinaten.^) Es ist zweck- 
mäßig, solche Koordinaten in die Gleichung (67) einzuführen, daß 
die Oberfläche des Körpers durch einen konstanten Wert einer Ko- 
ordinate dargestellt wird. 

Die Gleichung (67) ist ein anderer Ausdruck für div Ä = 0, 
und dieses wieder ist nach (21) Nr. 7 identisch mit 



/*. 



d(S-=-0 



für jede beliebige geschlossene Fläche a. 

Wir beschränken uns auf orthogonale Koordinaten, d. h. auf 
den Fall, daß die Flächen der verschiedenen Flächenscharen sich 
rechtwinklig schneiden. 

Es sind x^y^z als Funktionen der krummlinigen Koordinaten 
Vi^P%yPi gegeben, also 

(70) x^f,(p^p^p^), y -= fiiPiPiPs), z^fsiPiPiPid- 

Das Linienelement auf der Schnittkurve der Flächen p^ == const 
und |)8 = const, auf der also nur ^^ sich verändert-, stellt sich in 
der Form dar 

(71) ds^^^e^dp,', 
ebenso ist 

wo die e Funktionen der p sind. Ändern sich i?i , P2 > Ps gleich- 
zeitig, so ist 

ds^ = e^dpf + e-ldpl + e^dpl. 
Das Flächenelement, welches man erhält, wenn bei konstantem 



1) Wegen dieser Nummer vgl. man z. B. R. Gans, Einführung 
in die Vektoranalysis S. 64, Leipzig 1906, B. G. Teubner. 
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p^ sich P2 und p^ um dp2 resp. dp^ ändern, hat den Inhalt 

diSp^^e^e^dp^dpj^. 
Entsprechende Bedeutung haben die Flachenelemente 

1. Kugelkoordinaten. Die Gleichungen 

ÄJ =« r sin -^ cos g) , ^ = r sin -^ sin 9 , z ^^ r eos& 

stellen Kugelkoordinaten dar. r ist der Abstand des Punktes xyg 
vom Koordinatenanfangspunkt, -ö* ist der Winkel, den der Eadius- 
vektor r mit der Polarachse bildet, g) ist der Winkel, den die durch 
die Polarachse und r gelegte Ebene mit einer festen Ebene ein- 
schließt. 

Ohne weitere Rechnung ergibt sich durch die geometrische An- 
schauung 

ds^ = dr ; ds^ =« rdd^ ; ds « r sin &dg) , 
also 
(72) e^ s« 1 ; Cg =. r ; ^g = r sin 0" . 

Daraus folgt 

(72') eitf^^r'sin^d'^dgj; da^^r sin &dg>dr-^ d6^^rdrd^, 

2. EUipüsche Koordinaten, Die Gleichungen 
c = a "j/ii^— 1 ]/l — «;^ cos g> 



(73) 



y =^ a Yu^ — 1 l/l — t;^ sin g> 



stellen rotationselliptische Koodinaten dar. Man eliminiert v, 
indem man die ersten beiden Gleichungen quadriert, addiert und 
durch a^ (u^ — 1) dividiert, und indem man hierzu die dritte qua- 
drierte und durch a^u^ dividierte Gleichung addiert; man erhält so 

x ' + y' , z' _ 
a*(u«— 1)"*" a*i**~" ^' 

Diese Gleichung stellt aber für u — const ein verlängertes 
Rotationsellipsoid dar mit der großen Halbachse au und mit der 
kleinen Halbachse a Yu^ — 1 . Die Exzentrizität ist 



yaV~a2(w2~l) = a, 



JV= in krummlinigen Koordinaten. 



41 



Gibt man u alle möglichen Werte zwischen 1 und cx> , so er- 
hält man eine Schar konfokaler Rotationsellipsoide. 

Quadriert man die dritte Gleichung, dividiert sie dann durch 
a^v^ und subtrahiert davon die quadrierten und addierten sowie 
durch a*(l — v*) dividierten ersten beiden Gleichungen, so er- 
hält man 






x' + y' 



-=1, 



a'v' a*(l — t?") 

d. h. eine Gleichung, welche für v = const ein Rotationshyperboloid 
ergibt. Die Exzentrizität ist Ya^v^ + «^(1 — t?^) =- a. Variiert 
man die Konstante v zwischen — 1 und -f- 1 , so erhält man eine 
Schar konfokaler Rotationshjperboloide; diese sind auch ncdt den 
EUipsoiden konfokal. 

um die Linienelemente zu erhalten, bilden wir 



dx^a 



yi — v^cos(pdU''a ^ cosy e?i; — a|/u^ — lT/l~-t;^sinydy 

yu* — 1 yi — V* 






v^ sin tp i 



dz = avdu -f audv , 

Durch Quadrieren und Addieren folgt: 
ds"^ = dx^ + dy^ -}- dz^ = 



a ' - siJKpdv + ayu^—l yi— «;^cosg?(ig) 



Es ist also 



(72") 



1 /w* — v^ 



ej=aVV-iyr^«'* 
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Wir bilden das Integral I S„d<s über die Oberfläche eines 
Parallelepipeds, welches die Seiten e^ dp^ , e^ dp^ , e^ dp^ hat (Fig. 21). 
Die rechte Seitenfläche, welche die Koordinate 
Pi + dpi hat, trägt dazu bei 



^ 



J Vft 

Fig'31 während die linke Seitenfläche — ff^^ e, Cj dp^ dp^ 

liefert. Entwickelt man den ersten Term nach 
dem Taylorschen Satze und addiert ihn zum zweiten Term, so 
erhält man 

o 

Durch Berücksichtigung der beiden anderen Paare Seitenflächen 
ergibt sich 

Setzt man wegen (66) 
«. dV ^ dV ^ dV 



so lautet die Gleichung A F = 

20. Kugel im gleichförmigen Felde. Diese Gleichung lautet 
in Kugelkoordinaten nach (72) 

(75) sin^^(r^-^)+^(smOg^) + _^.-, = 0. 

Hat die Kugel den Badius a, so lauten die Grenzbedingungen nach 
(68) und (69): für r =- a wird 
(69') V,^V, 

und 

Das ursprüngliche gleichförmige Feld F habe die Richtung 
der Polarachse, dann ist um diese herum alles symmetrisch, d. h. 

dV 

^ — = 0; ferner ist $ = JPcos^, also wird 
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(68") (•^-^■-(c-1)''»"»- 

Diesen Gleichungen suchen wir dadurch zu genügen, daß wir 
F«JRcos^ 



setzen, wo R eine Funktion von r allein ist. Dann wird aus (75') 
dr dr 



(76) ^r»g-2if = 0. 



Partikulare Integrale von (76) sind r und -y, wie man sich 

leicht überzeugt, wenn man diese Größen in (76) einsetzt; also 
ist das vollständige Integral 

so daß V die Form 

(77) F_(Cir+-^)cos^ 

hat. Nun muß F f ür r = endlich bleiben, für r = oo ver- 
schwinden; das ist der Fall, wenn im Innern der Kugel Cg = 
ist, im Außenraum (7^ = 0, d. h. wenn 

C 
V^ =• C^r cos &, F^ = -/ cos d- . 

Ci und Ca bestimmen sich aus (68") und (69'); aus diesen 
Gleichungen folgt 

und 

d. h. 

Gi = ^F, Cj = ^-=^ a'F. 



Im Innern ist also, da r cos 9 = s ist, ¥( = 0^0 

y,-l 



(78) g, = - C, = - "-ri F 
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d. h. wir haben in der Kugel ein gleichförmiges Feld in Richtung 
des ursprünglichen Feldes. Ist fi unendlich groß, so ist ft, = — JP, 
d. h. für große Werte von fi ist das Zusatzfeld fast gleich und ent- 
gegengesetzt gerichtet dem ursprünglichen, also das Gesamtfeld 
fast Null. Das wirkliche Feld im Innern der Kugel ist 

^ ^0« ft + 2 f*+2 

und die Induktion 

Für große Werte von fi ändert sich J_ nur sehr wenig 

mit |[t, denn dieser Ausdruck ist immer genähert 3. Das macht 
die Kugel ungeeignet zur Bestimmung von großen Permeabilitäten. 

Für paramagnetische Körper (/tt > l) ist , > 1 , für dia- 

magnetische (|li < l) ist , < 1 , d. h. in paramagnetischen 

Kugeln ist die Induktionsliniendichte größer als die ursprüngliche 
in der Luft, die Induktionslinien werden in den Körper „hinein- 
gesogen"; das Umgekehrte gilt von diamagnetischen Körpern. 
Nach (48) S. 32 ist 

47r 4« ^ ior |Lt + 2 ' 

oder, wenn wir den Entmagnetisierungskoeffizienten P wieder, wie 
in (64) S. 38 durch § = |)^ — PSW definieren, so folgt für den Ent- 
magnetisierungskoeffizienten 

^-¥- 

Da dieser für die Kugel einen so großen Wert hat, so ist bei 
Materialien mit großem fi das Feld im Innern der Kugel immer 
sehr klein im Vergleich zum äußeren Felde. 

21. Hohlkugel im gleicMörmigen Felde. Bringen wir eine 
Hohlkugel mit den Radien a^ und ög (^ig- 22) in ein gleichförmiges 
Feld ^^ = F, so gelten an den Oberflächen der Hohlkugel die Be- 
dingungen: Für r = a^ 

Vi - Vu 

dVn dVi r ^.^ 

u -T^— 5— =- (a — 1) F cos -^ 

' er dr ^^ ^ 



Hohlkugel. Schirmwirkung. 
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und für r = Og 



dVu 



dVui 
dr~ 



Vn = Fiii 

{(i --1)F cos d . 



V hat in allen drei Raumteilen die Form der Gleichung (77). 
Wegen der Endlichkeitsbedingungen f iir r = und r = oo muß 
also sein 

7i = C^r cos d' = Cj^z 



Fn^C^rcos^ + ^l 



cosO 



Vm = * cos & . 

Die Konstanten bestimmen sich wiederum aus den Grenz- 
bedingungen. Daraus folgt das Zusatzfeld 

OTT 

ß, =» — ö~~ = — C| im Innern des Hohlraumes 

• oz *■ 

und schließlich das Feld im Hohlräume 



■+l^;-^"('-©)' 




Fig. 22. 



es ist also gleichförmig. Ist jtt sehr groß, so 

wird das Feld im Innern sehr klein, um so mehr, je kleiner — 

ist, d. h. je dicker die Wandung gegen den Durchmesser ist. Auf 
dieser Tatsache beruht die magnetische Schutzwirkung durch eine 
Hülle aus weichem Eisen. 

22. Verlängertes Botationsellipsoid im gleichförmigen 
Felde. Bringt man ein verlängertes Rotationsellipsoid in ein 
gleichförmiges Feld F^ so daß die große Achse in die Feldrichtung 
fällt, so ist wegen (72") und (74) die Gleichung zu erfüllen: 

Hierbei ist schon berücksichtigt, daß V von q> unabhängig ist. 
Femer ist für m =• w« 
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Die Nonnalkomponente von ^q an der Oberfläche des Ellipsoids ist 

weil dn =^ e^du ist. Also wird aus (68) 

(68'") '*|5-^l-=(''-l)^li = «(''-l)^^- 

Wir setzen versuchsweise in (78) 

F- Uv 

ein, wo U eine reine Funktion von u ist, und erhalten flir ü 
die Differentialgleichung 

(^«) Ä("'-i)^-2^ = ^- 

Partikulare Integrale von (79) sind ü = u und 

Der Ansatz V^ Uv und das partikulare Integral U=^ u sind 
keineswegs erraten. Der Ansatz F== ZJt; wird durch die Form 
von (68'") nahegelegt, weil sich v dann aus der Grenzbedingung 
heraushebt. Femer muß Z7== w ein Integral von (79) sein, weil 
Y=^ Jjv = UV ein Integral von AF=» ist, denn auv =« z be- 
friedigt als lineare Funktion der Koordinaten die Laplacesche 
Gleichung. 

Die allgemeine Lösung hat die Form 

F=C,«. + C,[-«lg^ + l].. 

Zunächst muB im Außenraum C^ = sein, da im unendlichen 
u ^ CO wird, wie aus (73) folgt, während V dort verschwinden 

muß wie -^ • Dagegen muß im Innern C2 = sein, da auf der 

Verbindungslinie der Brennpunkte nach (73) w-= 1 ist, und dort 

1) Wenn man das eine partikulare Integral ü ^^ u kennt, kann 
man das andere systematisch durch Quadraturen finden. Vgl. z. B. 
H. Weber, Partielle DiflFerentialgleichungen 1, S. 180. ßraun- 
schweig 1900. 
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der Faktor von Cg unendlich würde. Wir haben also 

r,^c,uv, r^^c,[^igl-^^ + i]v. 

C^ und C^ bestimmen sich aus den Grenzbedingungen. 
Für Ur^u^ muß 

sein. 

C C 
Nun ist Fj = CiUV = — - , also ^. = ^ im Innern, d. h. 

es kommt zu ^g ein gleichförmiges Feld hinzu. So berechnet sich 

und es zeigt sich, daß ip wieder in die Form 

gebracht werden kann, wo de|^ Entmagnetisierungskoefüzient 
(80) p=4„(„»_i)[l|Lig^.±l_l] 

nur von den Dimensions Verhältnissen des Ellipsoids abhängig ist. 

Die große Halbachse ist nämlich (vgl. S. 40) -4 = a^Q , die 
kleine Halbachse B =^ a Vu^ — 1 , also ist «*a = - , • 

Ist Ä sehr groß gegen B^ so wird genähert 

und 

(80') p=„4«j;[lg^-l]. 

Für sehr gestreckte Formen nähert sich P der Null. Ist das 
Rotationsellipsoid beinahe eine Kugel, d. h. ist — -: — =- e eine 

sehr kleine Zahl, so wii*d P= — (1 — T^)- 
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Dieser Wert geht für 6 = tatsächlich in den für die Kugel 
gültigen über. Wegen des kleinen EntmagnetisierungskoefQzienten 
eignet sich ein langgestrecktes Rotationsellipsoid besonders gut 
zur Messung der Permeabilität, wie wir später noch genauer sehen 
werden. 

Das Zusatzfeld in der Verlängerung der großen Achse ist 

= (^-l)|,«o«-l)[|lgJ^ + ;^]; 

es ist also proportional der Magnetisierung 3K im Innern, und 
. zwar ist 

(80") Ä„ = 4«9K «0 K _ 1) [1 lg J^ + ^] . 

Ist das EUipsoid sehr gestreckt und der Abstand R des frag- 
lichen Punktes vom Mittelpunkt groß gegen die große Achse, so ist 

also 

(80") s,_!^(,+||), 

wenn V das Volumen des Ellipsoids bedeutet. 

Man mißt das Zusatzfeld Ä^, welches auftritt, wenn man in 
ein bekanntes Feld ^q ein gestrecktes Rotationsellipsoid bringt, und 
berechnet nach der Formel (80'") 3W. Das Feld |) im Innern 
des Ellipsoids berechnet sich dann aus der Formel $==$0""-^^» 
und so erhält man zusammengehörige Werte von ^ und 3R. 

Es läßt sich auch zeigen, daß, wenn ein verlängertes Rotations- 
ellipsoid mit seiner Rotationsachse senkrecht zu einem gleich- 
förmigen Felde gestellt wird, im EUipsoid ein gleichförmiges Feld 
$ entsteht. 

In diesem Falle lautet die Gleichung A F = , da V jetzt 
nicht mehr von (p unabhängig ist, nach (72") und (74) 

du^^ ^^^l^'^d^ ^^ ^ ^ a^-t-(M«_i)(l-««) dq>^ ~^' 
Die Grenzbedingungen sind, wenn das ursprüngliche Feld J^ die 
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Richtung der a; -Achse hat, für u ^ UqI 

oder 

^ W " Tu = ('^ - ^)^^ V^-^~l ^0 ^os?'. 

Wegen der Form der letzten Gleichung setzen wir versuchs- 
weise an 

F= UYl — v^cosg), 

wo U eine reine Punktion von u sein soll, und erhalten für U die 
Differentialgleichung 

35- (t** — 1) -5 j — CT = . . 

dw ^ ''du M* — 1 

Ein partikulares Integral für U muß 

CT, = y t?"-^ 
sein, da 

F- C7 ]/l ~t;2 cos g) = l/w*"-^ l/I^"«^ cos 9) - -^ 

sicher der Laplac eschen Gleichung genügt. 

Daraus folgt das zweite partikulare Integral (vgl. Fußnote 
S. 46) 

und es ist 

Aus den Grenzbedingungen ergeben sich die Werte für die 
Konstanten C^ und C^, und es zeigt sich, daß sich ^ immer in 
die Form bringen läßt 

wo der Entmagnetisierungskoeffizient 

Gans, MagnetismuB. 4 
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immer größer als der Koeffizient P für Felder parallel der großen 
Achse ist, denn, wie man leicht sieht, ist 



^= 3 ' 



P'^ 



A7t 




Fig. 23. 



Kapitel IH. 
Ferromagnetische KSrper. 

23. Die Permeabilität. Als ferromagnetisch bezeichnet man 

93 
alle die Körper, bei denen -=- nicht konstant, sondern von ^ ab- 
hängig ist. Besonders sind das Eisen, Stahl, Nickel, Kobalt und 
Legierungen dieser Metalle. 

Man hat bis jetzt keine Formel, welche 
die Beziehung der Größe 93 zu $ ausdrückt, 
aber man kann empirisch diese Abhängig- 
keit festlegen. Ist das Material zunächst 
unmagnetisch, und erzeugt man in dem- 
selben ein gleichförmiges Feld ^, so entsteht 
eine Induktion 89 von derselben Richtung. 
Trägt man zusammengehörige Werte von 
^ und 33 in einem Diagramm auf, so erhält man eine Kurve wie 
in Fig. 23. Die Kurve hat für verschiedene Materialsorten ganz 
verschiedenen Verlauf, sie geht aber immer durch den Nullpunkt 
der ^, 93 -Ebene, ist zuerst konkav nach oben, nachher konvex 
nach oben, und 93 wächst mit ß über alle 

93 
Grenzen, doch so, daß lim -^ == 1 wird. 

Da die Werte von 93 so entstanden 
sind, daß das Material ursprünglich un- 
magnetisch war, d. h. 93 uud ^ gleich- 
zeitig Null waren, so heißt diese Kurve 
die jungfräuliche Kurve. Man nennt auf 

93 
ihr noch immer «7 = f^ die Permeabilität; 

diese hängt von $ ab, und zwar in der Art, wie es Fig. 24 un- 
gefähr angibt. 

Die jungfräuliche Kurve kann folgendermaßen bestimmt werden: 
Um einen Bing vom Querschnitt a und der Länge l seien N^ 




Fig. 24. 
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(Primär-) Windungen gelegt; eine Sekundärwicklung von K^ Win- 
dungen befinde sich darüber oder noch besser darunter, damit 
zwischen den Sekundärwindungen und dem Ring kein Zwischen- 
raum ist; die Sekundärwicklung sei mit einem ballistischen Gal- 
vanometer verbunden. 

Schließt man plötzlich den Strom i in der Primärspule, so 
entsteht das berechenbare Feld 

Fließt dabei die Elektrizitätsmenge e durch die Sekundärlei- 
tung vom Widerstand w^ so ist der Induktionsfluß (vgl. (16) S. 14) 

S3<y = — e««;, 

>s ist also durch das Feld § die berechenbare Induktion 

6 

entstanden. So ordnet man S5- und §- Werte einander zu. 

Anstatt eines Einges kann man einen zylindrischen Stab be- 
nutzen, den man durch Einklemmen in ein Schlußjoch zu einem 
magnetischen Kreise vervollständigt (vgl. Nr. 18). 

Besteht schon ein bekannter Wert 93 im Eisen, so kann man 
plötzlich f) vergrößern, wodurch 95 einen Zuwachs erhält, der durch 
das ballistische Galvanometer gemessen wird; addiert man diesen 
Zuwachs von 99 zum vorigen Wert, so bekommt man für das neue 
§ die Induktion 93. In dieser Weise kann man fortfahren, indem 
man, vom Felde Null anfangend, die Feldstärken sprungweise 
wachsen läßt. Diese Methode hat den Nachteil, daß ein Fehler, 
der bei der Induktionsmessung an irgendeiner Stelle gemacht 
wird, alle folgenden Werte beeinflußt. 

Deshalb kann man auch den in der Primärwindung fließenden 
Strom i plötzlich kommutieren; dadurch werden die Eichtungen 
von § und 93 umgekehrt, und es tritt eine Änderung im Induktions- 
fluß vom Betrage 293<y ein, und zwar kommutiert man vor der 
Messung den Strom i zuerst einige Male, um von der Art, in der 
der Strom i eingeschaltet wurde, ganz unabhängig zu sein. Die 
durch dieses Verfahren bestimmte Kurve heißt die aufsteigende 
Kommutierungskurve, falls man von kleineren zu größeren 
§- Werten fortschreitet. Sie ist von der nach der vorigen Methode 
ermittelten Kuive etwas verschieden, denn es zeigt sich, daß die 
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Werte von S3, besonders bei magnetisch weichem Material, etwas 
von der Größe der Sprünge abhängig sind, die ^ erfährt.^) 

24. Hysteresis. Ist man bis zu einem bestimmten Werte von 
^ gekommen und schwächt plötzlich den Strom, so tritt ein In- 
duktionsstoß von entgegengesetzter Richtung ein, aber die Stärke 
desselben ist nicht dieselbe, wie sie war, als man von dieser kleineren 
Feldstärke plötzlich zur größeren überging, d. h. die Induktion 
hat nicht um denselben Betrag abgenommen wie vorher zu- 
genommen. Die Werte von SB sind also nicht Punktionen von ip, 
sondern hängen mit von der Vorgeschichte ab. 

Man lasse das Feld bis + ^ wachsen und es dann bis und 
darüber hinaus bis — $ abnehmen, dann wieder bis und darüber 
hinaus bis -f- § wachsen und wiederhole diesen Prozeß einige Male ; 

dann zeigt sich, daß 93 in ganz be- 
stimmter Weise von § abhängt, die 
durch Fig. 25 dargestellt ist. 

Die Kurve Fig. 25 heißt die 
Hysteresisschleife, denn die Erschei- 
nung der Beeinflussung der späteren 
Werte durch die früheren nennt 
man Hysteresis. 

Wenn die positiven und nega- 
tiven Maximalwerte der Feldstärke 
Od und Oe einander gleich sind, 
so sind auch die Maximalwerte 
Dd und Ee der Induktionen ein- 
ander gleich, und man spricht von einem vollkommenen Zyklus 
zum unterschiede von unvollkommenen Zyklen. Den Kurventeil 
DBÄE, der bei abnehmenden § Werten die SB Werte gibt, nennt 
man den absteigenden Hysteresisast; EGB gibt die ©Werte 
für wachsende §; dieser Teil heißt der aufsteigende Hysteresis- 
ast. Der links von der Ordinatenachse liegende Teil der Fläche, 
die durch die Hysteresiskurve eines vollständigen Zyklus ein- 
geschlossen ist, kann mit dem rechts von der Ordinatenachse 
liegenden Flächenteil durch Drehung um 180® und Parallelverschie- 
bung zur Deckung gebracht werden. 

Ist das abnehmende Feld Null geworden, so ist wie Fig. 25 




Fig. 25. 



1) E. Gumlich und Erich Schmidt, Elektrotechn. Zeitschr. 21, 
233, 1900. 
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zeigt, noch eine Induktion im Betrage OB vorhanden, die so- 
genannte Bemanenz oder remanente Induktion. 

Anstatt 93 kann man auch, wie das vielfach ühlich ist, die 

Magnetisierung 3K = 7— (95 — §) als Ordinate auftragen, und be- 
kommt eine ähnlich gestaltete Kurve (Fig. 26). Während aber 93 
mit ^ über alle Grenzen wächst, wird SK bei großen ip -Werten 
konstant, es tritt Sättigung ein. OB heißt die remanente Magne- 
tisierung; da ^ ftlr diese Null ist, so ist sie einfach der 4«;*® Teil 
der remanenten Induktion. 00 heißt die Koerzitivkraft, sie ist 
definiert als diejenige negative Feldstärke, welche die Magne- 
tisierung Null gibt, nachdem vorher eine sehr große (unendlich 
große) positive Magnetisierung (Sät- 
tigung) erzeugt war. Es ist zu 
beachten, daß die Koerzitivkraft 
meistens aus der äR^- Kurve und 
nicht aus der 95$-Kurve definiert 
wird, denn fiii' 3R = ist nicht 
etwa 93 = 0, sondern 93 = $, aber 
praktisch weichen die Feldstärken 
OÄ (Fig. 25) und OC (Fig. 26) 
kaum merklich voneinander ab. 

Wenn die Fläche der Hysteresis- j,. gg 

schleife klein ist, so spricht man 

von magnetisch weichem Material, ist sie groß, nennt man das 
Material hart. Ob ein Material hart oder weich ist, hängt haupt- 
sächlich von der Größe der Koerzitivkraft und erst in zweiter 
Linie von der Größe der Remanenz ab. 

25. Bestimmung der Magnetisierungskarre. Es zeigt sich, 
daß — hauptsächlich bei weichem Material — die Form der 
Kurve nicht nur von der Größe der Sprünge ^) abhängt, sondern vor 
allem, daß der Induktionszuwachs nicht momentan mit Anwachsen 
der Feldstärke vor sich geht, sondern Zeit gebraucht, daß soge- 
nannte magnetische Nachwirkung vorhanden ist.^) Das ballistische 
Galvanometer zeigt aber nur Induktionsänderungen an, die in 
Zeiten erfolgen, welche klein gegen die Schwingungsdauer des 
Galvanometers sind. 

1) Vgl. S. 52, Fußnote. 

2) J. A. Ewing, Phil. Trans. 176, 1885, p.569; Proc. Royal See. 46, 
1889, p.269; Lord Pi,ayleigh, Phil. Mag. (5) 23, 1887, p. 280. 
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Um dieser Fehlerquelle abzuhelfen, kann man auf den Wert 
von 88 im Perromagnetikum aus dem nach Nr. 1 meßbaren Felde 
in der Luft schließen. Diese Methode hat den Vorteil, daß man 
die Bestimmung beliebig lange nach Erzeugung der Feldänderung 
machen, und daß man auch allmählich entstehende Induktions- 
änderungen noch konstatieren kann. 

Denken wir uns z. B. einen geschlitzten Bing aus dem zu 
untersuchenden Material hergestellt, so tritt nach Nr. 18 (64) und 
(65) S. 38 im magnetisierten Ferromagnetikum eine Feldstärke 

(81) © = ^0 - -PaR 

auf, wo P=47i;t— £-jf- den Entmagnetisierungskoeffizienten be- 
deutet. 

ist direkt aus der gemessenen Stromstärke berechenbar. Läßt man 
eine Spule von bekannter Windungsfläche plötzlich aus dem Schlitze 
herausfallen, so ergibt die durch das Galvanometer fließende Elek- 
trizitätsmenge die Liduktion S3. Da 85 == $ + 47i;3R ist, kann 
man (81) auch schreiben 

Direkt werden zusammengehörige ^q und 89 gemessen; mittels 
(81') ergibt sich das dazugehörige §. 

Diese Anordnung wird jedoch im allgemeinen nicht gebraucht, 
da das Feld im Ringe nicht genau konstant ist. Erstens ist näm- 
lich die Feldstärke umgekehrt proportional dem Abstände von 
der Ringachse, und zweitens ist die Streuung in der Nähe des 
Schlitzes nicht berücksichtigt, welche die Resultate beträchtlich 
modifizieren kann. 

Wir hatten gesehen, daß das Feld ^ im Innern eines ver- 
längerten Rotationsellipsoids, welches in ein homogenes Magnet- 
feld ^Q gebracht wird, gleichförmig ist, wenn fi konstant ist. 
Aber gerade wegen der Gleichförmigkeit gilt dieselbe Lösung auch 
für ein ferromagnetisches Ellipsoid, wenn man ihm nur das fi 
zuschreibt, welches dem ^ im Innern entspricht. 

Das Zusatzfeld im Abstände B vom Zentrum des EUipsoids 
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auf der Yerlängerung der großen Achse ist 

K-'-^i^+iw) (vgl. Nr. 22 S. 48). 

Mißt man Ä^, so ergibt sich daraus 3R. Da ^q bekannt ist, folgt 
aus (81) |), denn P läßt sich nach (80) resp. (80') S. 47 aus den 
Dimensionen des EUipsoids berechnen. 

Die gebräuchliche Anordnung ist folgende: 

S^ und ^2 (Fig- 27) sind zwei ganz gleichmäßig gewickelte 
Solenoide, in deren Innern ein gleichförmiges Feld ^q = ijciw 
existiert, wenn der Strom i es 

in^r^—, mÄrr 



-"Q 



■-WWV" 
TV 



-^ 



Fig. 27. 



durchfließt. Die beiden Spulen 
werden so hintereinander ge- 
schaltet, daß ihre Magnetfelder 
sich im Punkte Q gerade auf- 
heben. S^ heißt die Kompen- 
sationsspule der Spule /S^. Am 
Amperemeter Ä liest man den 

mittels des Widerstandes W variierbaren Strom ab. Anstatt ein 
Amperemeter in den Stromkreis zu legen, ist es besser, den Strom 
dadurch zu messen, daß man außer den zur Veränderung des 
Stromes dienenden Widerständen W einen konstanten Präzisions- 
widerstand in den Stromkreis einschaltet und an seine Klemmen ein 
Voltmeter in den Nebenschluß legt; man hat dadurch den Vorteil, 
durch Stöpseln am Voltmeter die Emp- 
findlichkeit des Meßinstruments ver- 
ändern zu können, ohne den magneti- 
sierenden Strom auszuschalten.^) Bringt 
man das verlängerte Rotationsellipsoid in 
die Spule 8^ , so kann man das dadurch 
entstehende Zusatzfeld ft^ im Punkte 
Q messen. In Wirklichkeit geschieht 
das nicht durch die in Nr. 1 beschrie- 
bene Anordnung, sondern durch ein soge- 
nanntes Magnetometer, welches wir noch 
weiter unten zu besprechen haben werden. 

Der Strom ergibt ^^ =^A7tin^ das Feld in Q ergibt 3W. Durch 
sogenannte Scheerung läßt sich aus der |)Q3W-Kurve die ge- 

1) Wegen der Meßmethoden vgl. Erich Schmidt, Magnetische 
Untersuchung des Eisens etc., Halle 1900. 
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Fig. 28. 
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suchte ^ 3R-Kurve folgendermaßen graphisch ableiten. Die Kurve in 
Fig. 28 stelle das Diagramm $q, SR dar. Durch den Nullpunkt des 
Koordinatensystems legen wir eine Gerade unter dem Winkel a gegen 
die 3R-Achse, der durch die Gleichung tga=P gegeben ist. Diese 
Linie heißt Scheerungslinie. Ziehen wir durch einen Kurvenpunkt -4, 
welcher die Abszisse $q und die Ordinate SK hat, eine Parallele zur 
Abszissenachse, so wird auf ihr durch die Ordinatenachse und die 
Scheerungslinie eine Strecke CD = 3Rtga = P3K abgeschnitten. 
Macht man BA = CD, so sind die Koordinaten des Punktes B 
$ = $Q -— P3K und 3R. Auf dieselbe Weise verfährt man mit 
allen beobachteten Punkten der ^^SR-Kurve und erhält so ebenso- 
viele Punkte der $3W-Kurve.^) 

Auf S. 44 hatten wir gesehen, daß die Kugelform bei Mate- 
rialien von großem ft sehr ungeeignet zu Permeabilitätsbestim- 
mungen ist, da 33 — ! q P ^^®^ genähert 33 =» 3(1 1 P ist; 

d. h. auch bei sehr starken Schwankungen von fi bleibt 33 immer 
genähert 3 F. 

Aus der Formel P = — (1 -b) (vgl. Nr. 22 S. 47 unten) 

für den Entmagnetisierungskoeffizienten eines verlängerten Eota- 
tionsellipsoids , welches beinahe Kugelgestalt hat, erkennt man, 
daß ein kleiner Fehler in der Kugelform einen größeren Einfluß 
auf die beobachtete Magnetisierung hat, als große Schwankungen 
von X, denn aus ^ = $)o —PSUl, wo 3K = x^ ist, folgt 

m = - ^^^ , 
- + P 

X 

und in dieser Formel ist für ferromagnetische Kugeln P= 47r/3 
immer groß gegen l/x. 

Chrystal hat also recht, wenn er sagt, der Experimentator, 
der Kugeln zu Permeabilitätsbestimmungen ferromagnetischer 
Materialien benutze, untersuche mehr die Arbeit seines Mecha- 
nikers als die magnetische Suszeptibilität seines Materials.^) 

1) Die Methode der Scheerung stammt von Lord Bayleigh, 
Phil. Mag. 22, 175, 1886. 

2) G. Chrystal, Encyclopaedia Britannica (9. Ausg.) 15, 246, 
1883 im Artikel „Magnetism^^; vgl. auch J. A. Ewing, Magne- 
tische Induktion in Eisen und verwandten Metallen, deutsch von 
L. Holborn und St. Lindeck, Berlin und München 1892, S. 29. 

Isfc es einmal notwendig, an einer ferromagnetischen Kugel Per- 
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Je größer die Suszeptibilität ist, um so kleiner muß zu genauen 
Messungen der Entmagnetisierungskoeffizient sein, d. h. um so ge- 
strecktere EUipsoide muß man anwenden. Ist dagegen x «ine sehr 
kleine Zahl, so daß man P gegen 1/x vernachlässigen kann, so 
kommt es auf die Körperform überhaupt nicht an. Das gilt nicht 
nur für EUipsoide, sondern allgemein, denn § ist bis auf ein x 
proportionales Glied gleich ^q, also 3K bis auf Glieder zweiter 
Ordnung in x gleich x^q. 

26. Die reversible Fermeabilität und die wahre Magne- 
tisierung. Kehrt man in einem beliebigen Punkte Q der 83 1)- 
Kurve die Richtung der Feldänderung, die dem gewöhnlichen 
Fortschreiten auf der Kurve entsprechen würde, um, erzeugt man 
also, wenn Q auf einem aufsteigenden Aste liegt, ein Zusatzfeld 
— A^, wenn Q auf einem absteigenden Aste liegt, ein Zusatzfeld 
+ A$ und entfernt dieses Zusatzfeld wieder, und wiederholt diesen 
Prozeß einige Male, so wird in diesem Bereich § -— A$ bis ^ 
resp. § bis ^ + A^ bei nicht zu großen Werten A^ schließlich 
alles umkehrbar, d. h. denselben Feldern 
innerhalb der angegebenen Grenzen ent- 
sprechen immer dieselben Induktionen, und 
die Zuwächse d^ sind den Feldänderungen 
f7^ proportional. 

Bei diesen reversiblen Änderungen be- 
wegt man sich also auf einer Geraden Ä Q 
(Fig. 29), die wir durch die Gleichung 

(82) 93 = ^,«) + 47r2R, 

darstellen können, wo jti^ und 9K^ konstant 

sind. Wir nennen ft^ die reversible Permeabilität, 2B^ die 
wahre Magnetisierung. 4:7t 3Sl^ ist durch die Strecke Og 
(Fig. 29) dargestellt, (i^ ist die Tangente des Neigungswinkels 
der Geraden AQ gegen die Abszissenachse. Aus (82) folgt 




(82') 3R = ^ = H,|, + 2R„ = x$, 

WO x^ = ^ — die reversible Suszeptibilität bedeutet, wäh- 
rend X schlechthin Suszeptibilität heißt. Die Magnetisierung setzt 



meabilitäten zu messen, so beachte man die von R. H.Weber, Ann. 
Phys. 18, 396, 1905 angegebenen Kunstgriffe. 
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sich additiv aus der induzierten Magnetisierung x^^ und der wahren 
(dauernden) Magnetisierung äR^ zusammen. Die Beziehungen (82) 
und (82') gelten aber wohlgemerkt nur, nachdem der Reversibili- 
tätsprozeß stattgefunden hat, und auch dann nur innerhalb eines 
nicht allzugroßen Feldstärkenbereiches. 

fji^ resp. x^ sind für jeden Punkt der Magnetisierungskurve nach 
obiger Meßvorschrift definiert, während jti = S9/§ und x «= 3R/^ 
nur für die jungfräuliche Kurve definiert sind. 

27. Permanente Magnete. Wenn man ein EUipsoid in ein 
Solenoid steckt, einen starken Strom einschaltet und diesen dann 
wieder ausschaltet, so ist, wenn kein Strom durch das Solenoid 

fließt, im Innern des Ellipsoids 

(83) $==^pa», 

da ^0^0 ist (vgl. (81)), d.h. 
wir befinden uns auf dem Punkte 
Q der Magnetisierungskurve, den 
man erhält, wenn man unter dem 
Winkel a gegen die Ordinaten- 
achse eine Gerade durch den 
Ursprung legt, so daß tga = P 
ist (Fig. 30) , und diese Gerade 
mit der Kurve zum Schnitt 
bringt. Die Gerade liegt, wie 
Fig. 30 zeigt, im zweiten Quadranten der 3R$ -Ebene. 

Je gedrungener die Form des Ellipsoids ist, um so größer ist P, 
um so kleiner wird 3R (vgl. Fig. 30) und damit das äußere Feld 
(vgl. Nr. 22 (80")). Um starke permanente Magnete zu erhalten, 
muß man also ein Material wählen, welches außer einer großen 
Remanenz OB auch eine große Koerzitivkraft OC hat, damit die 
Kurve von B bis C nicht zu steil abföllt. Ein Wachsen der 
Koerzitivkraft kommt um so mehr günstig in Betracht, je größer 
P ist, d. h. je gedrungener das Ellipsoid ist, resp. je größer der 
Scblitz eines Hufeisenmagneten gegenüber seiner Länge ist. 

Wie in jedem Punkte der Magnetisierungskurve, so lassen sich 
speziell im Punkte Q (Fig. 30) innerhalb eines bestimmten Be- 
reiches reversible Änderungen von 95 und ip durch die Formel (82) 
darstellen. 

Ein permanenter Magnet, dessen Magnetisierung durch Q ge- 
geben ist, wäre magnetisch sehr labil, da ein zufälliges Anwachsen 




Fig. 30. 
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des im Innern des Magneten befindlichen Feldes Oq auf Oc[ durch 
störende äußere Felder sofort den definierenden Punkt Q des 
Magneten nach Q' rücken lassen würde. Verschwindet das störende 
Feld wieder, so rückt Q' nicht etwa wieder nach Q^ sondern auf 
der Geraden, welche durch die im Punkte Q' geltende Gleichung (82) 
gegeben ist, verschiebt sich der definierende Punkt nach rechts, 
bis er die Gerade OQ in S' trifft; denn ohne (störendes) äußeres 
Feld muß der definierende Punkt immer auf der durch (83) ge- 
gebenen Geraden liegen. 

Durch diese Störung ist eine andere wahre Magnetisierung 
hervorgerufen, als die vorher existierende maximale, der Magnet 
hat jetzt aber eine größere Stabilität als früher, weil störende 
Felder bis zur Größe q S jetzt den definierenden Punkt reversibel 
auf der Geraden Q'S' T verschieben lassen. 

Deshalb kann man permanente Magnete so herstellen, daß man 
nicht den starken positiven magnetisierenden Strom einfach aus- 
schaltet, sondern noch einen schwachen negativen Strom ein- 
schaltet, wodurch man nach Q" kommt. Wird der negative Strom 
wieder ausgeschaltet, so befindet man sich auf der Geraden (83) 
in Ä", und jetzt können störende Zusatzfelder bis zum Betrage q's'' 
auftreten, ohne daß der Magnet aufhört, durch die im Punkte Q'' 
geltende Gleichung (82) definiert zu sein. Durch diesen Prozeß der 
Stabilierung wird allerdings die wahre Magnetisierung stark herab- 
gedrückt; es ist derselbe Vorgang, der durch störende Felder 
beim natürlichen Altem dem Zufall überlassen bleibt, oder der 
durch die Methoden des künstlichen Alterns^) (Erhitzen) umständ- 
licher hervorgerufen wird^). 

Die hier angestellten Betrachtungen gelten in Strenge nur, 
wenn die Zusatzfelder qq'' nicht zu groß gewählt werden. Sonst ist 
nämlich die Kurve, auf der der Punkt sich von Q'' nach der Linie 

(83) bewegt, keine Gerade mehr, und die Reversibilität hört auf 
Formel (82) hat eben nur einen beschränkten Gültigkeitsbereich. 

Wahrer und freier Magnetismus, div 93 == läßt aus 
der Gleichung (82) 

(84) div ^ = — 47C div aR^ - div (fi^ — l) $ 

1) Vgl.V.Strouhalund C.Barus, Ann.Phys.Chem.20, 662, 1883 

2) Im hier geschilderten Sinne wurden die bei permanenten Mag- 
neten auftreten den Verhältnisse besonders vonH. du Bei s und Taylor 
Jones, Elektrotechn. Zeitschr. 1896, 543 geklärt. 
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folgern. Bezeichnen wir die rechte Seite mit 47r^Q und nennen 
Qq die freie magnetische Dichte, so ist diese nach (84) de- 
finiert durch 
(84') div ^ = ^TtQQ. ' 

Da $ sich nach Nr. 9 (22) S. 19 aus einem Potential ü 
ableitet, also ^j. = — - -k— ist, so ist 

(85) Aü=-4:7tQQ, 

woraus nach bekannten Sätzen der Potentialtheorie ^) 

(86) ü^f^dS 

folgt. Hier bedeutet Qq die freie Dichte in dem variablen Punkte 
F\x'yz') des Raumes S] r ist der Abstand des Punktes F{xyz\ 
in dem das Potential U gesucht wird, von F\ also 



r = y(x' - xf + (/ - yf + (/ - £f . 

Die freie Dichte ist nach (84) nicht konstant, wenn mehrere 
Magnete im Felde sind und z. B. durch Bewegungen derselben 
gegeneinander die Feldstärke ^ im Innern sich ändert. Konstant 
ist aber ^ = — div 9R^, die wahre magnetische Dichte, zu der 

die variable induzierte Dichte — div-*] — ß hinzutritt. Diese 

setzt sich zusammen aus der durch das eigene Feld des Magneten 
auf sich selbst induzierten Dichte und der durch das Feld anderer 
Magnete induzierten Dichte. Wenn die Magnete sehr weit aus- 
einander liegen, so daß das fremde Feld im Eaume eines Magneten 
nur klein ist, so ist Pq mit großer Annäherung konstant. 

In der von Gauß^) gewählten Darstellung wird die freie magne- 
tische Dichte als konstant im Magneten angesehen; das wäre nur 
der Fall, wenn die reversible Suszeptibilität permanenter Mag- 
nete gleich Null wäre, weil dann die induzierte Dichte — div x^$ 
verschwinden würde. Das entspricht aber keineswegs den Tat- 
sachen; die reversible Suszeptibilität ist eine endliche Größe.*) 

1) Vgl. z. B. H. Weber, Die partiellen Differentialgleichungen 
der math. Physik 1, Braunschweig 1900, S. 237. 

2) C. F. Gauß, Die Intensität der erdmagnetischen Kraft, auf 
absolutes Maß zurückgeführt. Ostw. Klass. 53; herausgegeben von 
E. Dorn, Leipzig 1894. 

3) Vgl. R. Gans, Ann. Phys. 22, 481, 1907. Der Einßuß der 
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Wenn trotzdem die unter Annahme konstanter freier Dichte 
berechneten Resultate manchmal mit großer Näherung richtig sind, 
so liegt das an der speziellen Versuchsanordnung: Die Magnete 
liegen so weit auseinander, daß das fremde Feld im Eaume der 
Magnete nur sehr klein ist. Man darf aber daraus, daß die Ver- 
suche mit den so erhaltenen Rechenergebnissen übereinstimmen, 
nicht schließen, daß x^ tatsächlich Null ist; jeder beliebige, nicht 
zu große Wert von \ würde Übereinstimmung ergeben. 

Ich kann deshalb Abraham^) nicht beistimmen, der die Per- 
meabilität permanenter gesättigter Magnete gleich 1 setzt und 
diese Magnete „vollkommen hart" nennt — es gibt keine Magnete 
dieser Eigenschaft — ; er erweckt dadurch den Anschein, als ob 
man es mit einer besonderen Materialbeschaffenheit zu tun hätte, 
während man es in Wahrheit nur mit einer besonderen räumlichen 
Anordnung zu tun hat; man glaubt auf Grund seiner Darstellung, 
permanente Magnete seien nicht induzierbar, während tatsäch- 
lich bei großen gegenseitigen Entfernungen der Magnete einfach 
nichts (oder wenig) induziert wird. 

Wir wollen annehmen, daß die bei gleichförmigen Feldern 
geltende Beziehung 93 = fi^^ -f 4:%^^ auch noch besteht, wenn ^ 
und 3R^ räumlich variabel sind und nicht dieselbe Richtung haben. 

Da div 95 = ist, muß div fi^^ =- — 4% div SK^, sein, d. h. 
der Vektor ft^$ hat Anfangs- und Endpunkte, und zwar ist in jedem 
Volumelement die Zahl der Anfangs- (End-)punkte des Vektors n^^ 
4 TT mal der Zahl End-(Anfangs-)punkte des Vektors äR^, . Multipli- 
zieren wir diese Gleichung mit dS und wenden auf die linke Seite 
die für jeden beliebigen Vektor gültige Formel (21) in Nr. 7 S. 16 
an, so folgt iir^„d(S =^ — 4=% div SK^^ • dS = i:%qdS = 4:7t dm ^ 

wenn 9 == — div 9R^ die wahre magnetische Dichte, m =^ j QdS 
die wahre Magnetismusmenge bedeutet; d. h. die Zahl der aus 
einer beliebigen unendlich kleinen geschlossenen Fläche heraus- 
tretenden ft^^-Linien ist gleich der 4 tu fachen Menge des wahren 
Magnetismus, welcher von der Fläche eingeschlossen wird. 



Permeabilität permanenter Magnete auf das von diesen Magneten er- 
zeugte Feld wurde berücksichtigt von F. Kohlrausch, Ann. Phys. 
Chem. 22, 411, 1884; H.Sack, ibid. 29, 53, 1886; E.Dorn, ibid. 35, 
189, 270 u. 275, 1888. 

1) M. Abraham und A. Föppl, Theorie der Elektrizität 1, 3. Aufl. 
1907, S.381. 
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Wir hatten in Formel (21) Nr. 7 gesehen, daß bei einem unend- 
lich kleinen Parallelepiped für einen beliebigen, stetigen Vektor 81 
gilt 

Denken wir uns einen endlichen Eaum S mit der Oberfläche 
a durch Ebenen in lauter unendlich kleine Parallelepipeda zerlegt 
(Fig. 31) und wenden auf jedes obige Formel an, 
so heben sich bei der Addition der rechten Seiten 
der Gleichungen alle im Innern liegenden Ober- 
flächen fort, weil n die Richtung der äußeren Nor- 
malen bedeutet und infolgedessen jede Oberfläche 
imlnoern zweimal mit entgegengesetzten Vorzeichen 
j, jj^ in Rechnung zu ziehen ist, da sie eine Grenzfläche 

von zwei aneinanderstoßenden Parallelepipeda ist. 
Bei der Summe kommen also nur die von der Oberfläche des 
Raumes herrührenden Terme in Betracht, und es folgt für jeden 
endlichen Raum 

Diese Formel heißt der Gaußsche Integralsatz. ^) 

So ergibt sich, daß für jede beliebige geschlossene Fläche a, 
welche die wahre magnetische Menge m einschließt, 

I C'r^n^^ = 4:7Cm 

ist. Es ist aber / 95„d[<y = 0. Femer ist Wl^ nur im Innern von 
Magneten von Null verschieden; für eine Fläche, welche einen 
Magneten eng umgibt, ist also bereits / Wl^da == 0, also folgt, 

daß für diese Fläche auch / ft^$„c2<y = ist, d. h. die Gesamt- 
menge des wahren Magnetismus in jedem Magneten ist NM. 

Das Feld permanenter Magnete ergibt sich aus den Gleichungen 

rot^ — O, div fi,^$ = 47r9, 
wo für jeden Magneten ^m =jQd8'=0 ist, genau so wie 

1) Vgl. z. B. R. Gans, Einführung in die Vektoranalysis, Leipzig 
1905, S. 29. 
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sich ein elektrostatisches Feld ans den Formeln 

rot ® = , div «S = 47cp^ 

ergibt, wo @ die elektrische Feldstärke, « die Dielektrizitätskon- 
stante und Qg die elektrische Dichte ist; in einem vollständigen 
Felde ist auch 



^e ^fq.dS = . 



Damach ist der einzige Unterschied zwischen den magneto- 
statischen und elektrostatischen Feldern, daß bei elektrostatischen 
nur die Elektrizitätsmengen des vollständigen Feldes Null sind, 
dagegen bei magnetostatischen die Summen der Mengen auf jedem 
Magneten den Wert Null besitzen. 

Die Diskussion über die Frage, ob es wahren Magnetismus 
gibt, ist ein Wortstreit. Diejenigen, welche behaupten, es gäbe 
wahren Magnetismus, betrachten die ft^^-Linien, welche Anfangs- 
und Endpunkte besitzen, diejenigen dagegen, welche dies be- 
streiten, ziehen die 93-Linien in Eücksicht, welche keine Anfangs- 
und Endpunkte besitzen. Wir werden uns im folgenden der 
ersten Auffassungsweise in der Bezeichnung anschließen, die zu- 
gleich der historischen Entwicklung entspricht. 

28. Das Feld spoEieller permanenter Magnete. Der per- 
manente vollkommene Kreis. Ein vollkommener Eing sei von 
einem geschlossenen Solenoid umgeben, in dem ein Strom fließt. 
Unterbricht man diesen, so bleibt eine remanente Induktion B^ 
übrig. 

Da jp aus Sjmmetriegründen in Kreisen um die Ringachse 
verläuft und das Linienintegral wegen (3') S. 6 Null sein muß, 
so ist $ = 0, SKy, verläuft also in geschlossenen Bahnen. 

Der permanente geschlitzte Kreis. Wie inmier ver- 
laufen auch die 93-Linien eines geschlitzten Ringes in geschlossenen 
Bahnen, also ist 



femer ist 

Daraus folgt 



^ih-^^ah-O. 



(87) ® - $, 
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oder der Induktionsfluß 



4^3^,, 




(87') hat genau die Form des Ohmschen Gesetzes, der Induktions- 
fluß berechnet sich aus der konstanten magnetomotorischen Kraft 

4 TP — «Li und den inneren und äußeren magnetischen Widerständen 

des Kreises. Der Induktionsfluß variiert, wenn in einer Ver- 
suchsanordnung, die Fig. 32 entspricht, die Schlitz weiten verändert 
werden genau analog dem Verhalten eines geschlitzten elektro- 
magnetischen Kreises (vgl. Nr. 18 (59') S. 34).^) 

Liegt die Anordnung Fig. 32 vor, so bedeutet l^ natürlich in 
(87) resp. (87') die Summe der Schlitzlängen. 

Da die 3K-Linien in Kreisen um die Ring- 
achse laufen, aber nur im Innern des Magneten 
existieren, so befinden sich auf der einen Stirn- 
fläche des einen Hufeisens ebensoviele Anfangs- 
wie auf der anderen Endpunkte. Die Stirn- 
flächen sind also der Sitz der wahren magne- 
mg. 82. tischen Mengen. Ist die wahre Magnetisierung 

durch ein einziges gleichmäßig gewickeltes Sole- 
noid an beiden Hufeisen gleichzeitig hervorgerufen, so sind aus 
Symmetriegiünden in beiden gleich viele 3W -Linien. Das sind die 
Voraussetzungen, unter denen die obige Formel abgeleitet ist; ferner 
ist auch von der Streuung in der Nähe der Schlitze abgesehen; 
(87) ist also nur in den Teilen des Schlitzes gültig, die von den 
Rändern eine gegen die Schlitzweite große Entfernung haben. 

29. Ein permanent magnetisiertes Rotationsellipsoid. 
Erzeugt man in einem Rotationsellipsoid ein Feld in Richtung der 
Rotationsachse, so wird dieses, wie wir (Nr. 22) sahen, gleich- 
förmig ebenso wie die Induktion S3; also wird auch die wahre 




1) Daß die Induktion $ im Schlitze zweier einander gegenüber- 
liegender Hufeisenmagnete (vgl. Fig. 32) bei Variation der Schlitz- 
weiten nicht konstant bleibt, sondern sich nach Formel (87) ver- 
ändert, ist experimentell gezeigt worden von R. H. Weber, Ann. 
Phys. 16, 178, 1905; E. Kempken, Tübinger Diss. 1906 und Ann. Phys. 
20, 1017, 1906; P. Gehne, Diss. Halle 1908. 
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Magnetisierung 'SR^ gleichförmig sein. Im Innern des Magneten 
gut 

WO 

47rüR = 93 — $< 
ist. Ferner ist 

Aus diesen Gleichungen lassen sich die Größen S3 und $,. 
eliminieren, und man erhält 

wo x^ = ^-^ die reversible Suszeptibilität ist. 

Da aber nach (80'") Nr. 22 S. 48 das Zusatzfeld auf einem 
Punkte der verlängerten Achse sich ausrechnen läßt, und da dieses 
Zusatzfeld bei einem permanenten Magneten das gesamte Feld ist, 
so haben wir 

Durch Messung von $^ läßt sich also die wahre Magnetisierung 
bestimmen; man muß aber die (reversible) Permeabilität, wie wir 
/sehen, auch kennen. Der Grund ist der, daß außer der wahren 
Magnetisierung auf jedem Magneten eine durch ihn selbst indu- 
zierte Magnetisierung vorhanden ist. Für sehr gestreckte Formen 
ist P= 0, also der { j -Ausdruck im Nenner von (88) gleich 1; 
dann ist die Femwirkung von der Permeabilität unabhängig. 

Die Größe 

können wir mit Cohn^) als scheinbare Magnetisierung des perma- 
nenten Magneten bezeichnen; ihr ist das äußere Feld proportional. 
30. Die Fenneabilität permanent magnetisierter Mag- 
nete. Es ist für genaue Messungen von Wichtigkeit, die Per- 
meabilität permanenter Magnete zu kennen, da hiervon die in- 
duzierte Magnetisierung abhängt, sobald der Magnet in einem 
fremden Felde, z. B. dem der Erde, liegt. 



1) E. Cohn, Das elektromagn. Feld, Leipzig 1900, p. 214 ff. 

Gans, MagnetismuB. 5 
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Zu dem Zwecke bringe man das permanent magnetische 
EUipsoid in eine Spule, in der man durch einen Strom i ein 
bekanntes gleichförmiges Feld ^q erzeugen kann. Dann ist im 
Innern des Magneten 

5B = ^ + 47raR, 

93 = fi,$ + 47ra»,. 
Daraus folgt 

(89) aR = ?k+^. 

Diese Größe ist für das äußere Feld des Magneten maßgebend, 
sie kann beträchtlich von 3)1^ abweichen. Während die wahre 
und die scheinbare Magnetisierung bei Bewegungen der Magnete 
gegeneinander in Strenge konstant sind, ist die freie Magnetisie- 
rung 3R davon abhängig, in welchem äußeren Felde ^q sich der 
Magnet befindet. 

Da 9K^ konstant ist, so ist bei einer kleinen Änderung von 
$0 nach (89) 

r90^ ^g^ == ^^ . 

Diese Größe läßt sich aber bestimmen durch Beobachtung der 
Änderung der Magnetisierung beim Einschalten eines Stromes in 
die Spule (die Wirkung der Spule aliein muß natürlich kompen- 
siert sein (vgl. Nr. 25, S. 55, Fig. 27)) oder durch Induktionsmessung, 
indem man die Zunahme des Induktionsflusses bestimmt, die im 
Magneten durch Einschalten eines Stromes in die Spule auftritt. 
Zu dem Zwecke muß um die Mitte des Magneten eine Sekundär- 
spule gelegt sein, die mit einem ballistischen Galvanometer ver- 
bunden ist.^) 

31. Der Stabmagnet. Magnetpole. Ein gegen seine Quer- 
dimensionen langer Stab, der symmetrisch um seine Längsachse 
und gegen eine Ebene senkrecht zur Längsachse ist, werde dadurch 
permanent magnetisiert, daß er in ein seiner Achse paralleles 
gleichförmiges Feld gebracht wird. 

Dann wird die freie Dichte bis aufs Vorzeichen gleich sein in 
Punkten, die zu verschiedenen Seiten der Mittelebene liegen, aber 
von derselben gleichen Abstand haben. 

1) Vgl. S. 60 Fußnote 3. 
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Das Potential berechnet sich nach der Formel (86) 



und es ist 



Qo(+^) 9o(-^)^ 



f' 



r: 



M 



wenn die a;-Achse in der Längsachse des Magneten liegt 
und ihren Anfangspunkt im Mittelpunkt desselben hat. 
Wegen der geometrischen Symmetrie ist der Querschnitt 

Nennen wir den Abstand des Pimktes, in dem das Fig. ss. 
Potential berechnet werden soll, vom Nullpunkte JS, so 
ist für einen Punkt auf der verlängerten Längsachse, d. h. einem 
Punkte in erster Hauptlage zum Magneten (vgl. Fig. 33), 



^-/t 



cdx 



•X) 



Da a; < 12 ist, so darf man entwickeln 



^-/¥( 



i + | + S,+ 



\dx. 



Wegen der Symmetrieeigenschaften verschwindet der erste, 
dritte, fünfte, . . . Term, und man erhält 

^ — ^8 -r P4 T^ » 



R* 



R* 



wo M^ ^^rn^x , Jtfj —^m^x^ ? • • • gegebene Größen des Mag- 
neten sind, m^ ist die freie Masse an einer bestimmten Stelle. 
M^ heißt das Moment des Magneten. 

Aus JJ folgt das Feld ^^ in einem Punkte in erster Hauptlage 

cü_2M, . 4M, . 



dR 



R^ 
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In einem Punkte, dessen Abstand Xq von der Mittelebene un- 
endlich klein gegen B ist, und filr den JS > -g- ist, ist das 
a: Potential (vgl. Fig. 34) 

QoOdx 



-ß 



QqO dx 



t 



"Jm]/;. 



2XXn 



In dem letzten Ausdruck ist das Glied mit x^ be- 
reits fortgelassen. 

Das Feld steht aus Symmetriegründen senk- 

Fig.S4. recht zur Mittelebene. Man erhält das Feld in 

einem Punkte der Mittelebene, einem sogenannten 

Punkte in zweiter Hauptlage zum Magneten, indem man U 

nach Xq differentiert und dann Xq =^ setzt. So ergibt sich 



i 



- _ (^U\ _ C Q„«xdx /'i_A;?lj.l5*l_ \ 

l 

Y 
oder 

^« "" 22» 2 E" '^ S B' " '' 

Aus den Werten für ^^ und ipg mit Berücksichtigung der Be- 
deutung von M^y M^, , , . lassen sich speziell die Felder ableiten, 
welche durch zwei punktförmige Magnetismusmengen +?» im Ab- 
stände ± — von der Mittelebene erzeugt werden. Für diese ist 
nämlich j j^ 

VI — ^ 22» "^ ~W "* 

In erster Annäherung hat das Polpaar dieselbe Wirkung wie 
der wirkliche Magnet, wenn 

2m „- — mL «= M^ 
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ist, dann sind also Polstärke m und Polabstand L des äquivalenten 
Polpaares nicht bestimmt, sondern nur ihr Produkt; in zweiter 
Annäherung muß 

mL = Jfi ; 2m (-j = -- = M^ 

sein, woraus sich m und L einzeln berechnen. In noch größerer 
Annäherung läßt sich der Magnet nicht durch ein Polpaar er- 
setzen.^) 

Kapitel IV. 

Magnetische Energie und Kräfte. 

32. Das Energieprinzip. Wir hatten als Grundgleichungen 
des elektromagnetischen Feldes gefunden 

(4') rotip = 47r3, 



(14') - rot I 



(91) 



dt 



Allerdings gilt (4') nur, wenn sich die elektrischen Feldstärken 
nicht zu schnell verändern, da sonst zum Leitungsstrom noch ein 
sogenannter Verschiebungsstrom in dielektrischen Körpern hinzu- 
käme. Dann würde anstatt (4') gelten 

(4") rot^ = 4«3 + eg, 

wenn b die. Dielektrizitätskonstante bedeutet. 

Schreiben wir (4") und (14') in rechtwinkligen Koordinaten 
und multiplizieren die erste Gleichung (4") mit ®^, die zweite 
und dritte mit (S^ resp. ®^, die erste Gleichung (14') mit $^, die 
zweite und dritte mit $y resp. ^j, und addieren alle sechs, so er- 
halten wir nach einiger Umformung der linken Seite 

- j Tx (®.^'- ®'^»)+ Ty (®'«»«-®««»')+ Ä(®**»-®»^») 1 = 



1) Vgl. E. Riecke, Ann. Phys. Chem. (2) 149, 1873, p. 62 und 
ibid. (8) 8, 1879, p. 299. 
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oder nach Division durch 4t tv und Einführung des Vektors @ durch 
die Gleichungen 

®.=Ä(®.«>.-®.«>,) 



(92) 



®/-Ä^®.^«-®«^') 



- div s = (3,e, + 3,e, + 3.S.) + 1 8^ ®* 

+ 4^ i^« -dt" + ^» "St + ^' -?*-) • 

Multiplizieren wir diese Gleichung mit dS und integrieren 
über einen beliebigen Raum S mit der Oberfläche (T, so erhalten 
wir, wenn wir links den Gaußschen Integralsatz anwenden 
(vgl. Nr. 27 S. 62), 

(93) -J^Jc^J^^äS+l-Jf^^äS + ^^f^äS. 

Hier haben wir von der in der Vektoranalysis üblichen Be- 
zeichnungsweise des Skalaren Produkts 

3.®, + S,®, + a®. = 131 • |®l cos (®, S) - s® . 

Gebrauch gemacht. 

In einem homogenen Leiter ist 

(10) 3 = ^®, 

wo X die elektrische Leitfähigkeit bedeutet. Nennen wir den Quer- 
schnitt eines linearen Leiters <y, sein Längenelement e?s, so ist das 
erste Integral rechts 

wenn i = | g | <y die Stromstärke und w den Widerstand bedeutet 
imd das Summenzeichen sich auf alle Stromkreise bezieht. 

i darf vor das Integralzeichen gesetzt werden, da i von s un- 
abhängig ist. 

^i^w ist aber die in der Zeiteinheit in den Leitern ent- 
wickelte Joulesche Wärme. 



Magnetische Energie. 71 



Ist der Leiter nicht homogen, so ist 

WO ®,. die eingeprägte elektromotorische Intensität heißt. In diesem 
Falle ist 

wenn 

Ei = -J\.äs 

die gesamte elektromotorische Kraft des Stromkreises bedeutet. 

j^®ds ist also der Überschuß der in einem Leiter in der 
Zeiteinheit entwickelten Joule sehen Wärme über die von den 
Elementen gelieferte chemisch - thermische Energie. Der zweite 
Term der rechten Seite ist umkehrbare Energieumsetzung, da er 
mit der Eichtung von i sein Zeichen wechselt. 

Wählen wir als Raum den unendlichen Raum, und seien die 
Feldstärken @ und ^ an den Grenzen des Raumes unendlich klein, 

und zwar so, daß j B„d6 keinen endlichen Betrag hat, so ist 
nkch (93) 

(94) 2^<^-2^'--+lJii^'^^+hß'I''- 

In dem einfachen Falle, in dem 53 = fi.$ durch den augen- 
blicklichen Wert von $ gegeben ist und (i konstant ist, wo also 
keine Hysteresis existiert, dürfen wir schreiben 



(96) 2^,«-2'''« + W. 

WO 

und 

(96) W;=/^e'rf5 und W^=.f^^US 

bedeutet. 

W muß also irgendeine Energieform sein, denn die Joulesche 
Wärme und die Zunahme dieser Energieform zusanunen sind das 
Äquivalent der von den Elementen geleisteten Energie. 
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Wir nennen W die elektromaghetische Energie, da sie von 
dem Vorhandensein eines elektrischen resp. magnetischen Feldes 
abhängig und durch dessen Größe eindeutig gegeben ist. 

TFg heißt die elektrische, W^ die magnetische Energie. 

Ist der Raum nicht unendlich groß, so daß im allgemeinen @ 
endliche Werte auf seiner Oberfläche hat, so ist 

(95') 2^*' =2'^'«' + -^+f®nä<^- 

Das Energieprinzip ist noch immer erhalten, wenn wir 
I B^dö als die durch die Oberfläche aus dem Räume in der Zeit- 
einheit herausströmende Energie, als Strahlung durch die Ober- 
fläche, bezeichnen. 

@ heißt der Poyntingsche Strahlungsvektor. 
Ist 33 keine eindeutige Funktion von ip, wie bei den ferro- 
magnetischen Körpern, so kann man nicht mehr von magnetischer 
Energie reden. Läßt man das Ferromagnetikum einen Kreis- 
prozeß durchlaufen, d. h. einen Zyklus von ip 85 -Werten, so daß 
man schließlich im selben Punkte der ^93-Ebene wieder anlangt, 
von dem man ausgegangen ist, so gilt im unendlichen Räume 
nach (95) 

Durchlaufen des Zyklus auftretende Hysteresiswärme 
sein.^) 

Es ist ^ ^ 

denn durch partielle Integration ergibt sich 

und das Integral über ein vollständiges Diflferential verschwindet 
bei einem vollständigen Zyklus. 

— f ^d^ ist immer positiv, da der 83- Wert bei abnehmendem 
^ immer größer ist als bei demselben wachsenden ^ (vgl. Fig. 35). 

1) Dieses Gesetz wurde von E. Warburg, Ann. Phys. Chem. (3) 
13, 1881, p. 141 entdeckt. 



Es muß also 7— 1 ßc?83 die in der Volumeinheit beim 
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/« 



^ d93 ist der von der Hysteresiskurve umspannte Flächen- 

ramn, — / ^d^ ist die sogenannte magnetische Energiever- 
geudung, da für den Techniker die Hysteresiswärme praktisch 
nicht hrauchbar ist und insofern einen Verlust an nutzbarer 
Energie bedeutet. 

Bemerkung: Für kleine reversible Änderungen von ^ ist 
bei ferromagnetischen Körpern 95 = jtt^© + An^Jl^, wo 

3Jl^ konstant ist, also -07- =« (i^ ^v ' ^^^ somit 

47r^ dt ^itSn^ ' 

wir können also in dem Gültigkeitsbereich der Formel rig. 35. 
für 93, d. h. für kleine reversible Änderungen die für 
die Volumeinheit berechnete magnetische Energie durch den Aus- 
druck w = ^ ip^ + w'o darstellen , wo Wq eine uns unbekannte 

Funktion von x^ y, z ist, die auch noch von dem Parameter SK^ 
abhängen kann. Dann bleibt Wq in ruhender Materie bei rever- 
siblen zeitlichen Änderungen konstant. Die Energie ist also in 
diesem Falle 




W^f^^'dS+Jw.dS, 



33. Die Arbeit der magnetischen Kräfte. Aus dem Energie- 
prinzip folgt, wenn wir annehmen, daß die Kräfte elektrischen Ur- 
sprungs den Änderungen der momentan vorhandenen elektrischen 
Energie entsprechen, 

wo Ä die Arbeit der magnetischen Kräfte bedeutet. 

Die zweite Maxwel Ische Gleichung ergibt unter Berücksich- 
tigung der Beziehung itv — E^ ^ 1 l ^- + (S^\ ds =^ j @,ds 

Hier bedeutet Q den Induktionsfluß durch die Stromkurve. Also ist 
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^^^^ jL^^Jt dT dt 

oder 

<100) 2i^Q-^W^ = cA, 

fUr eine beliebige virtuelle Verschiebung der ponderablen Körper- 
-elemente. 

Unter dA verstehen wir 

(101) dA =/f cJ8 dS --f{]JK + \y^^ + f.^^J^Ä, 

wenn f die auf die Volumeinheit wirkende Kraft, 6^ eine vir- 
tuelle Verschiebung des Volumelements mit den Komponenten 
^ö^, ^gy, dg, bedeutet. 

34. Die Kräfte im magnetostatischen Felde. Im magneto- 
jstatischen Felde ist t == 0, also folgt aus (lOO) und (101) 

<102) -dTF„ =/(/•*§) dS. 

Die Abnahme der magnetischen Energie eines magnetostatischen 
Feldes hei einer virtuellen Verschiebimg ist gleich der von den 
magnetischen Kräften geleisteten virtuellen Arbeit, wie es auch von 
voroherein zu erwarten war, da keine anderen Energieumsetzungen 
stattfinden. 

ist, so wird die Änderung der Energie bei einer virtuellen Ver- 
schiebung 

<103) SW^^^'^f^Ui^dS+^f^^d^dS. 

Die Variationen von (i und ^ an einer Stelle des Raumes sind 
nicht unabhängig voneinander, da dauernd 

<104) '-^ + '-^ + '-^^-^^9 = 

gilt (vgl. S. 62 unten), oder 

<104') i^ d(ft^J + ^ d(^^,) + 1 d(^|,,) - 4« d^ = . 

(104') multiplizieren wir mit einem beliebigen unbestimmten 
Faktor y, der eine Funktion des Orts sein kann, und mit dS und 
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integrieren über den ganzen Raum. Addiert man die so erhaltene 
Gleichung zu (103), sp bekommt man 



(105) 



= ±f^U,äS + ^f,^S^ 



dS 



+ 



ß{ 



dx 



+ 



'\dS— I AnyÖQdS. 



Im dritten Integral rechts wende man partielle Integration an 
nnd bertlcksiclitige, daß ^ auf der Oberfläche des Baumes (im 
Unendlichen) KuU ist, dann erhält man mit Benutzung der Formel 



(105-) 






Wir dürfen über y ganz willkürlich verfügen; wir tun es so, 
daß die Faktoren von ^$a?? ^^y ^^z verschwinden, d. h. wir setzen 

Das ist möglich, da § im magnetostatischen Felde sich aus einem 
Potential ableitet. 
Dann wird aber 



(106) 



*^m = -/^ ^'S^idS -J^nyÖQdS. 



Nun bedeutet dfi die Änderung von ft an einem bestimmten 
Orte durch eine virtuelle Verschiebung der Materie. Wir wollen 
von den Erscheinungen der sogenannten Magnetostriktion im 
engeren Sinne des Wortes absehen, welche daher rührt, daß ft 
durch Deformationen der Materie sich verändert, dann wird nach 
der Verschiebung im Punkte xyz derjenige ft-Wert sein, der vor- 
her im Punkte a; — ^§. 

(107) 



.^, y — ^Sy, z — ö^g bestand, d. h. es ist 



^ dx " cy 






Femer haftet q an der Materie. Verschieben wir die Körper- 
teilchen, so tritt durch die linke Seitenfläche eines im Räume fest- 
liegenden Parallelepipeds mit den Kanten dxdydz die Menge 
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QÖ^^dydz , während auf der gegenüberliegenden rechten Seite 
(Q^^x)x+dx^y^^ herausgeschoben wird. Entsprechend sind die 
Beträge der anderen Seitenflächen. Entwicklung nach dem Taylor- 
schen Satze ergibt für die Menge, welche infolge der Verschiebung 
in das Parallelepiped eintritt, die also mit ÖQdxdydz zu be- 
zeichnen ist, 

(108) S.dxdydz = - {^l^ + ^^*^ + ^-^l^) dxdydz. 

Setzt man den aus (108) folgenden Wert für (5^ in (106) 
ein und integriert partiell, so erhält man, wenn man berück- 
sichtigt, daß im Unendlichen ^ = ist, und wenn man die Werte 

für rr- , -ö^n -^ benutzt, 
cx^ dy GZ ' 

(109) 8W^ = -j{\JK + ---)dS 

Da die virtuellen Verschiebungskomponenten gan^ willkürlich 
sind, so müssen die Faktoren von dö^, (J^^, d§, links und rechts 
einander gleich sein, d. h. die Komponenten der Kraft auf die 
Volumeinheit lauten 



(110) 



c c 1 ä8 ^f* 



Der erste Teil der Kraft hat die Richtung der magnetischen 
Feldstärke, er hat das Bestreben, eine positive (negative) Menge 
in Richtung (entgegen der Richtung) des magnetischen Feldes zu 
treiben. 

Der zweite Teil hat die Richtung des stärksten Gefälles von 
(ly er existiert also nur an Stellen, an denen die Permeabilität 
räumlich variiert. 

Die Gesamtkraft S^. =* / f^^^ gibt Aufschluß über die Trans- 
lation sbewegungen eines starren Körpers, wenn das Integral über 
den fraglichen Körper erstreckt wird. Nach (110) ist 
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(111) ^^-f9^^^^-s^ß'-3^'^^ 

, . , diti—l) dti 
denn es ist —^ = ^^ • 

ax dx 

Auf das zweite Integral wenden wir partielle Integration an 
und berücksichtigen, daß auf der Oberfläche des Körpers, wo dieser 
an die LuR; grenzt, die Permeabilität ft = 1 ist, also der Inte- 
grand Null wird; dann ist 

(112) ^.-Cq^JS 



Da im magnetostatischen Felde rot ip = ist, so ist 

dx dy ^ dx dz ' 

Setzt man diese Werte in (112) ein und integriert im zweiten 
Integral partiell, so erhält man 

(113) %^J,^^ä8-Jl^(^-St^^ + ..)^jS. 

Nun hatten wir aber — — div(^— 1)^ in Nr. 27 S. 60 als 

Dichte des induzierten Magnetismus bezeichnet und hatten die 
Summe des wahren und induzierten Magnetismus freien Magnetis- 
mus genannt. Seine Dichte bezeichneten wir mit Qq. Also ist 

(114) ^.-ßo^.äS. 

Bei translatorischen Bewegungen starrer Körper kann man 
also fo = 9o^ ^^ Kraft auf die Volumeinheit bezeichnen. 

Es läßt sich zeigen, daß auch für Drehmomente auf starre 
Körper diese Kraft f == ^o© ^^ Eechnung zu ziehen ist, indem 
man nachweist, daß das Drehmoment mit der a; -Komponente 

«.-/[(.*. - h s-^)^- K - hi^'-^"^) ']^« 

sich auf die Eorm 

(114') ^.-fQo{^.y-^y^)äS 

bringen läßt. Wir übergehen den Beweis, der ganz analog dem 
obigen ist. 
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Auf S. 74 hatten wir stillschweigend im magnetostatischen Felde 
als Energie W= -^ Iftip^tiÄ' angenommen; bei ferromagnetischen 

Körpern — und es sind alle Materialien feiTomagnetisch, die wahre 
magnetische Mengen besitzen — lautet aber für reversible Ände- 
rungen der Energieausdruck 

W ^J^^^ ^'dS +Jw^(xyz)dS 

(vgl. den Schluß von Nr. 32). 

Betrachten wir nur die Gesamtkraft auf die als starr an- 
gesehenen ferromagnetischen Körper, d. h. verzichten wir auf die 
Darstellung der Deformationen, die infolge der magnetischen 
Kräfte im Eisen oder Stahl hervorgerufen werden, so können wir 
für die Änderung der Energie bei einer virtuellen Verschiebung 
schreiben 

SW^ öj^ SQ^dS +J Swq dS 

denn Wq haftet an der Materie, so daß nach der Verschiebung am 
Orte xy0 die Werte gelten werden, die vor der Verschiebung der 
Stelle x — S^^^ y — ^^yt z — d^^ zukamen. 

Ein starrer Körper kann nun eine Parallel Verschiebung mit 
den Komponenten d^^, d^ , tfg, und eine Drehung um die Ko- 
ordinatenachsen um die Winkel ^-^ar? ^"^y? *^'^« erleiden, so daß 
nach bekannten kinematischen Formeln 

ist. Mit Hilfe dieser Beziehungen wird 
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Da nun Wq außerhalb des ferromagnetischen Körpers Null isty 
so ergibt die Ausführung der Integration 

f^- '^^ =fJJ w ^"^ '^y ^' =/"'• ''''^ (**'') '*'' = ^' 

weil (S eine Fläche ist, die den Eisenkörper unmittelbar umgibt. 
Ebenso ist es mit den anderen Tennen auch, die w^ enthalten. 
Es bleibt also 

d. h. die Kräfte auf starre Körper berechnen sich aus dem Energie- 
ausdruck W^Jl^^HS richtig, es gelten also auch insbeson- 

dere im magnetostatischen Felde die Formeln (114) und (114') 
für die Kräfte und Drehmomente. 

Die Darstellung der Kraft \q durch die freien Ladungen hat 
den Nachteil, daß sie nur die Kräfte auf starre Körper richtig 
gibt, aber nicht die Deformationen der Körper infolge der magne^ 
tischen Kräfte, ferner daß die freien Ladungen nicht an der Ma- 
terie haften, sondern erst bestimmt sind, wenn man das Feld 
kennt, sie hat aber den Vorteil, daß die Permeabilität äußerlich 
überhaupt nicht mehr vorkommt, daß das Feld ip sich einfach 
aus den freien Ladungen berechnen läßt (vgl. Nr. 27 (86)), daß 
die Kräfte sich in sehr einfacher Form darstellen, und daß bei 
vielen wichtigen Meßmethoden die freien Mengen mit großer An 
näherung konstant sind. 

Drückt man die Kraft durch die freien Mengen aus, so erhält 
man das Coulomb sehe Gesetz; denn wenn das Feld ip durch 
eine freie punktförmige Menge mQ^xyz) erzeugt wird, die von 
der Menge m^ = QqcIS den Abstand r hat, so ist das Potential 

der Menge m^ an der Stelle von m^ {x y z^ JJ^—^ (vgl. Nr. 27 

(86)), also©,. -^-^ = ^^. 

Bei der Berechnung von ^ ist die Feldstärke, welche von m^ 
selbst hervorgerufen wird, unberücksichtigt geblieben, es läßt sich 
aber streng zeigen, daß dieser Teil der Feldstärke keinen Beitrag 
zur Kraft auf Wq' liefert. Nach (114) folgt 

(115) r^^^-J^^. 
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(115) bedeutet aber, daß die Kraft in die Eichtung der Ver- 
bindungslinie r fällt, den freien Mengen direkt und dem Quadrat 
der Entfernung umgekehrt proportional ist (Coulomb).^) 

Aut einen permanenten Magneten in einem gleichförmigen 
Felde wird keine translatorische Kraft ausgeübt, denn es ist 

Nun ist ^m =» 0, wie wir in Nr. 27 gesehen haben; es läßt sich 
aber auch zeigen, daß die Summe der induzierten Mengen Null ist. 
Die induzierte Dichte ist 

— div x^© = (>', (vgl. Nr. 27 S. 60) 

also ist die gesamte induzierte Menge 

^m'^ — J div x^§ dS « —Jy^r^n^^ » 

und zwar ist das Oberflächenintegral auf einer Fläche zu bilden, 
die den Körper unmittelbar umgibt, hier ist es aber Null, da hier 
bereits x^=«0 ist; also ist^m'— 0, d. h. ^m^ =^w +^m'=0, 
woraus S« *=■ ^ folgt. 

Dagegen wirkt auf einen Magneten im homogenen Felde ein 
Drehmoment, dessen ;8? -Komponente folgendermaßen lautet 

(116) % ^fq^{x^^ - y^^dS = ©y^moo; - ^^^m^y , 
ebenso 

(116) ( ^'^ ^z^^oy - ^y^'^O^ 

Nennen wir 

^ix^^'^o^f ^ly^^^oy^ ^u'^JS^o^ 

die Komponenten des freien Moments, so ist der Vektor, welcher 
das freie Moment darstellt, vom Koordinaten auf angspunkt unab- 
hängig, denn 

^m^ix + a) ^^m^x + a^niQ ^^m^x, 

da ^m^ = ist. 

1) Coulomb, Vier Abhandl. über die Elekt. u. den Magn. Ostw. 
Klassiker Nr. 13; herausgeg. von Walter König, Leipzig 1890. 
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Der Vektor M^ hat also im Magneten keine feste Lage, sondern 
nur eine feste Richtung. Die Richtung von M^ heißt die magne- 
tische Achse des Körpers. 

Das Drehmoment ist Null, wenn Jf^ und ^ dieselbe Richtung 
haben, wenn also 

Mix ^ Miy _ Mix _ 

ist, denn dann werden die Gleichungen (116) alle Null. 

Hat $ die Richtung der o? -Achse und liegt die magnetische 
Achse des Magneten in der a;// -Ebene, so daß sie um den 
Winkel %" nach der y- Achse hin von der a;- Achse abweicht, 
so ist 

jfi;r = |-afil cos'9- |)x=-;$, 

Jfiy=|Jfi|sinO ^y = 0, 
also 
(117) 9l, = -|©|.|Mi!sin^. 

Der Magnet hat also das Bestreben, -^ zu verkleinern, -ö* = jt 
ist eine labile Gleichgewichtslage; denn bringt man den Magneten 
ein wenig aus dieser Lage heraus, so wird er sich so einstellen, 
daß ^ == ist. 

Diese Eigenschaft des Magneten, sich in die Richtung des Feldes 
zu stellen, benutzt man vielfach zum Vergleich verschiedener 
Magnetfelder, z. B. des Erdfeldes mit dem eines Magneten. Sei 
die Horizontalkomponente des Erdfeldes H und werde senkrecht 
dazu das horizontale Feld ^ erzeugt, so dreht sich die Magnet- 
nadel, deren Achse ursprünglich die Richtung yon'H hatte, in die 
Richtung der Resultierenden von H und $, also um den Winkel ip, 

der durch tg 9) = ^ bestimmt ist. In Wirklichkeit benutzt man 

z. B. bei der Tangentenbussole und beim Magnetometer diese Art 
der Messung (vgl. Nr. 12 und Nr. 25). 

35. Die Gaußsche Methode. Lenkt man einen Magneten 
mit horizontaler magnetischer Achse und vom freien Moment M^ , 
der um eine vertikale Achse drehbar ist, im Erdfelde mit der Hori- 
zontalkomponenten H ein wenig aus seiner Ruhelage ab, so voll- 
führt er Schwingungen. Li der Mechanik wird gezeigt, daß die 
ganze Schwingungsdauer T (Hin- und Rückgang) gegeben ist durch 

Gans, Magnetiamas. 6 
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die Formel 

(118) - T^2^y^, 

wo J das Trägheitsmoment bezüglich der Drehachse, D die Direk- 
tionskraft, d. h. den Quotient aus Drehmoment und Ablenkungs- 
winkel bedeutet. 

Nach (117) ist D für kleine Winkel M^H, Durch Beobach- 
tung von T und / kann man also Mj^H bestimmen. 

Legt man denselben Magneten ost- westlich, so erzeugt er in 
seiner I J^^^^^S^^'^g (erste Hauptlage) | ^^ ^^^^ r|>i| ^^^^ 

l Äquatorialebene (zweite Hauptlage)! ^©s' 

ches durch die Formeln in Nr. 31 gegeben ist. Dadurch wird eine 
kleine Magnetnadel, die im Abstände E vom Magnetzentrum in 
erster resp. zweiter Hauptlage sich befindet, um den Winkel cp^ 
resp. (p2 abgelenkt, so daß 

^g^^ = WHV^VE*Wj 
ist. Lenkt man aus zwei verschiedenen Entfernungen ab, so kann 
man -ttt eliminieren und erhält -^ • 

M 

Kennt man M^ H durch die Schwingungen und -~ durch die 

Ablenkungen, so kann man M^ und H einzeln berechnen. 

Dies ist der Grundgedanke der Gau ß sehen Methode, magnetische 
Momente und die Horizontalintensität des Erdfeldes zu messen. 

Analog dem freien Moment definiert man das wahre Moment 
eines Magneten durch die Formeln 

Jf, =/'(>aJ d8 = —fx div 3K^, dS 
usw. 
Durch partielle Integration ergibt sich, wenn man berück- 
sichtigt, daß 9Rjy unmittelbar an der Oberfläche des Magneten 
Null wird, 

(119) M^=fm"^dS, M^^fmy^HS, M^^fmi'^^dS. 

Die wahre Magnetisierung ist also das wahre ■ magnetische 
Moment der Volumeinheit. 
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Ebenso ist das induzierte Moment 

M', = -f^ div (^, - 1) ^dS =ß^^J8 

USW. 

Die induzierte Magnetisierung x^§ ist also das induzierte Moment 
der Volum einheit. 

Die Summe aus wahrem und induziertem Moment nennt man 
in der Technik schlechtweg Moment (freies Moment), es ist 

/(^" + ^ «,) d5 -/5^ äs =fm äs =/x§dÄ, 

die Magnetisierung 3K ist also das Moment der Volumeinheit. 

Zur Bestimmung der Magnetisierungskurve nach der in Nr. 25 
beschriebenen magnetometrischen Methode benutzt man die Ab- 
lenkung einer horizontalen Magnetnadel, die um eine vertikale 
Achse drehbar ist (Magnetometer), auf Grund der Formeln (118') 
oder, falls EUipsoide vorliegen, (80") resp. (80'"), indem man die 
Horizontalintensität des Erdfeldes als bekannt ansieht, und den 
Ablenkungswinkel g> mißt, den die Magnetometemadel erfährt. 
EUipsoide sind zur Messung am geeignetsten, weil in ihrem Innern 

^ gleichförmig ist, so daß in Strenge M^=^ j 7^^d8=^n^S gilt. 

36. Die Kräfte auf polarisierbare starre Körper ohne 
wahren Magnetismus. Nach (11 1) lautet die Gesamtkraft auf 
Körper ohne wahren Magnetismus 

Durch partielle Integration erhält man 

(121) %^i-J{,-l)'-^dS. 

Ist (|[i — l) eine kleine Zahl, deren Quadrate zu vernachlässigen 
sind, so darf man statt des wirklichen Feldes das ursprüngliche ^q 
setzen, und erhält 



(122) S, = ^/(.-l)'^dÄ. 

Ebenso ist 
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Bringt man also in ein inhomogenes Feld ^q einen polarisierbaren 
Körper, so wirkt auf jede Volumeinheit eine Kraft mit der a;-Kom- 
ponente 

'* 2 dx ' 

d. h. jedes Volumelement eines l^., \ magnetischen Körpers ist 

bestrebt, Stellen Ift . \ Feldstärke aufzusuchen. 

' [ kleinerer J 

Ist das ursprüngliche Feld in Strenge homogen, so ist -^ ==0, 

also -^ proportional x, weil $ nur insofern inhomogen ist, als 

die Gleichförmigkeit des Feldes durch das Hineinbringen des Kör- 
pers gestört ist. In homogenen Feldern wird denmach die Kraft- 
wirkung proportional x*, d. h. sehr klein, und es ist kein Unter- 
schied im Verhalten paramagnetischer und diamagnetischer Körper 
vorhanden. 

Wir wollen einen Ausdruck für die Arbeit der magnetischen 
Kräfte bei einer virtuellen Verschiebung ableiten. In magneto- 
statischen Feldern gilt allgemein 

Denken wir uns die Permeabilität fi des Körpers, der keine 
wahre magnetische Mengen besitzt, durch die Permeabilität 1 der 
umgebenden Luft ersetzt, ohne daß sonst etwas geändert würde, 
und nennen wir für diesen Fall die Energie W^^, so ist 

da bei Verschiebungen dieses Körpers sich gar nichts ändert, also 
darf man schreiben 

(123) a^ = -d(Tr„-w„,). 

Nun ist aber 
(124) W„ - W„, = ^/(fi«.* - ^o') ^S 

= A/^ (f*^ - «»o) dS + ^ J(^ - |»o) ^. dS . 

Wir zerlegen den Raum durch die Röhren des Vektors fi^^^o, 
der ohne Anfangs- und Endpunkte ist, da die wahren Mengen in 
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beiden Fällen dieselben sein sollen. Den Querschnitt solcher Röhren 
nennen wir da^ ein Längenelement derselben ds^ dann ist 

a a 

Da aber {(i^ — ^^da längs s konstant ist, wegen der Solenoi- 
dalität des Vektors fi^ -~ $o? ^^ ^^^ dieser Ausdruck 



a 

Da ferner für jede geschlossene Kurve / $, ^5 == ist, so bleibt 
in (124) nur der zweite Term, und es ist 

(1240 W^ - W^„ - ^ß^ - ^o)^oä8. 

Im Außenraum ist ft =« 1 , wir dürfen also schreiben 

(124") W^-W^,^^ß^-^,)^,dS,+ ^ß,iu^^^o)dS,, 

Si Sa 

wenn S^ resp. S^ den Innenraum resp. das Äußere des Körpers 
bezeichnen. 
Nun ist 

aus demselben Grunde wie oben g— / ^ (i"*^ — ^o) ^^ = 0, 
also ist 

Sa Si 

und aus (124") wird 

(125) TF;,-Tr^ — l^ß^^i)^^^ds, — l/aw^o^^,. 

'Si Si 

Dieser Ausdruck hat den Vorteil, daß er nur Beiträge im 
Innern des polarisierbaren Körpers gibt. 



86 Kapitel IV. 

Somit ergeben sich die Kräfte nach (123) und (125) aus 

Bringt man z. B. eine Kugel vom Radius a in ein gleich- 
förmiges Feld, so ist (vgl. Nr. 20, S. 44) 



also 






^^--ÄSiA'^^'-'TS-i«'. 



Der Ausdruck unter dem Variationszeichen ändert sich durch Ver- 
schiebungen in einem streng gleichförmigen Felde nicht. Ist aber 
das Feld nicht genau gleichförmig, doch so, daß ^q nicht merklich 
innerhalb der Kugel variiert, so erhält man 

also 

^ ^ o V — 1 d^i 
^* -2^ + 2 dx ' 

d. h. eine 1^,. | magnetische Kugel wird zu Stellen {^. 1 

Feldstärke gezogen. 

Dieses Resultat hatten wir für einen beliebigen Körper von 
sehr kleiner Suszeptibilität bereits abgeleitet. 

Wir bringen ein verlängertes Rotationsellipsoid mit horizon- 
taler Rotationsachse in ein gleichförmiges Magnetfeld, und zwar 
sei es um die vertikale ;8^ -Achse drehbar. Wir legen das Koordi- 
natensystem so, daß die a;- Achse mit der gi'oßen Achse des EUip- 
soids zusammenfällt, dann ist 

wenn P und P' die Entmagnetisierungskoeffizienten für Felder 
parallel resp. senkrecht zur großen Achse bedeuten. 
Also ist 

^^ '^ T V 11+^ + 1-fxP' 1 ^^' 
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Nennen wir die Horizontalkomponente des ungestörten Feldes 
H^ den Winkel, den sie mit der großen Ellipsoidachse bildet, '^, 
so sind 

|>Q^ = -H" cos -O- und ^^^^ H %\vl%' 

bei Drehungen des Ellipsoids variabel, während $q, bei Drehungen 
konstant bleibt. 

Also erhalten wir 



d. h. 



o j cv\ r« r>Tr« /cos-ö" sin-O" cos -O" sin -O-X ^^ 



% 



:,--«ÄH»sm2^(^^-j^) 



Durch Messung dieses Drehmomentes hat man Suszeptibili- 
täten bestimmt.^) 

Wir wollen Magnetfelder von bestimmten Symmetrieeigen- 
schaften betrachten, weil wir aus ihnen die Deutung von Ver- 
suchen kennen lernen, die für die Benennung der para- und dia- 
magnetischen Körper maßgebend war.^) 

Wir betrachten ein Feld, welches in der ;? -Achse die Richtung 
der iP- Achse selbst hat, und dessen §- Linienfeld symmetrisch 
um die ;? -Achse und bis auf die Richtung symmetrisch bez. der 
a:^- Ebene ist. 

Ein solches Feld wird z. B. durch den Strom einer Tangenten- 
bussole erzeugt, deren Kreisebene in der a;«/- Ebene liegt und deren 
Zentrum sich im Koordinatenanfangspunkt befindet (Fig. 36 b), 
oder auch durch zwei magnetische Mengen +m in den Punkten 
a; = 0, y =^ 0^ == l resp. a; = 0, ^=«0, z =^ — l der ;8:-Achse 
(Fig. 36 a). 

In der Umgebung des Punktes x ^ y == z = hat das Feld 
die Form 

^y^^fi + ^x+c^y+d^z+e^x^i-f^y^+g^z^+h^yz+^zx+k^xy 

^n^az+h^+^zy+^s^+^s^^+Uy^+ffs^^+hy^+h^^+h^y- 

Vertauscht man z mit — ;?, so wechseln ^^ und ^^ ihr Zeichen, 

1) H. A. Rowland und W. Jacques, Amer. Journ. of science 
and arts (3) 18, 1879, p. 360. 

2) Vgl. R. Gans, Phya. Zeitschr. 9, 1908, S. 10. 
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wälirend 


«>. 


es 


beMlt. 


Daraus 


folgt 












«1 


= 6,- 


■C, -Ci 


-/i- 


.«^i 


-fc,= 









"% 


=-&,- 


•«» = «» 


-f» = 


i^2 


-«i- 


•0 



^8 = *8 =- *8 =" ö- 

Vertauscht man a; mit — aj, so wechselt ^^ sein Zeichen, 
während ^^ nnd ^^ es behalten. Daraus folgt 

dj«Äj = 0; «2 = 0; 53-^3 = 0. 

Vertauscht man y mit — y , so behalten ^^ und ^, ihr Zeichen, 
während ^ es ändert. Daraus folgt 

^2 ^ ^' ^3 "^ ^• 

Damit sind die Spiegelungen bez. der xy^ yz^ jgfic -Ebene be- 
rücksichtigt. Wir haben 

$x == h^^ ^ ©y = \y^ ©, "- «3 + «8^* + Uy^ + ^8^^- 

Dreht man das Koordinatensystem um den Winkel - um die 

je^ -Achse, so darf sich wegen der Sjmmetrieeigenschafb der xr-Achse 
nichts ändern. Dabei geht aber x in — y und y in +ic über. 
Daraus folgt 

so daß wir erhalten 

^x ^ h^^ » ^y == hy^ ^ l>, = «8 + ^3 (^^ + y^) + H^^' 
Aus der Gleichung div^ = folgt ij = — ^3; aus den Glei- 
chungen rot ^ = folgt i, = 2 ^3 , also 63 = — ^ , so daß das 
endgültige Resultat mit anderer Bezeichnung der Buchstaben ist 

^, = -Axz, ^^^-Ayz, ^^ = B + Äz'-^i^-]-y'). 

Wir bilden ^*, berücksichtigen aber dabei nur die Glieder, die 
in den Koordinaten höchstens die zweite Ordnung haben, und er- 
halten 

$« = ^« -f 2ABz^ - AB (x^ + y^) 

= const + Cz^^Y (^^ + y^) • 
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Ist C> 0, d. h. haben Ä und B gleiches Vorzeichen, so werden 
die Feldlinien dichter, wenn man vom Koordinatenursprung aus 
sich auf der äi- Achse bewegt, dünner, wenn man senkrecht zur 
£? -Achse vorwärtsschreitet (vgl. Fig. 36 a). Ist dagegen 0<0, 
d. h. haben A und B verschiedene Vorzeichen, so bedeutet das, 
daß das Feld starker wird beim Fortschreiten senkrecht zu der 
;er- Achse und schwächer beim Fortschreiten in Richtung der ;gr- Achse 
(vgl. Fig. 36b). 

Ist die a: -Achse vertikal nach oben gerichtet, so erleidet ein 





Fig. 86 a und 86 b. 



horizontales Stäbchen, welches, an einem Faden hängend, um die 
a? -Achse drehbar ist, das Drehmoment (vgl. (122') S. 83) 



5K. 



denn das ^* der vorigen Seite ist natürlich, wenn wir einen 
Körper ins Feld bringen, durch ^* zu ersetzen. 

Nennen wir den Winkel, den das Stäbchen mit der ^ -Achse 
bildet, '^, den Querschnitt des Stäbchens 5, so ist 

^ = scoS'9', z^ssind"^ dS — qds ^ 
also 



SR^ = -|-Kasin20 /sV«. 



Das Integral ist das Trägheitsmoment des Stäbchens bezüg- 
lich der Drehachse, falls die Dichte des Stabes gleich 1 ange- 
nommen wird. 
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Bei |v I magnetischen Körpern ist 5R<j ^ 0, wenn C>0 
ist; d. h. in Feldern vom Typus der Fig. 36 a stellt sich ein 
1%. [magnetisches Stäbchen { | zu den Feldlinien. Ist da- 
gegen C < 0, d. h. in Feldern vom Typus der Fig. 36b stellt sich 
ein 1^. [magnetisches Stäbchen j .. | zu den Feldlinien. Dieses 
Verhalten möge besonders betont werden, da häufig fälschlich als 
Definition | %. [magnetischer Körper ihre Einstellung { [ zu 
den Feldlinien in einem beliebigen Felde benutzt wird. 

37. Permeabilität von Flüssigkeiten. Steighöhenmethode. 

Nach (HO) ist die Kraft auf die Volum einheit eines ungeladenen 

polarisierbaren Körpers 







8ä 



dx 



usw. 



Es befinde sich eine homogene 
Flüssigkeit, deren Permeabilität 
genähert 1 ist, so daß wir ^^ für 
^* setzen dürfen in einem gleich- 
förmigen Felde, sie grenze an 
Luft, dann finden nur Kraftwir- 
kungen in der Übergangsschicht der Flüssigkeit in Luft statt, da 
nur hier (i örtlich variiert. Die auf ein Volumelement der Grenz- 
schicht mit der Grundfläche da wirkende Kraft ist 



Fig. 37. 



dl 






dxda. 



Hier bedeutet x^ einen Punkt in der Flüssigkeit in der Nähe 
der Oberfläche, x^ einen Punkt in der Luft, der dem Punkte x^ 
gerade gegenüber liegt. Wir haben also die a; -Achse in die Rich- 
tung der Normalen des betrachteten Flächenelements gelegt. Die 
Integration nach x ergibt 



Es wirkt also ein normaler Druck p von der Größe — $^ auf die 
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Oberfläche der Flüssigkeit, der die Grenzfläche in der Richtung 
nach der Luft hin zu verschieben sucht, wenn x > ist. 

Quincke hat Permeabilitäten dadurch gemessen, daß er in 
ein gleichförmiges Feld die Grenzfläche einer Flüssigkeit gegen 
Luft in einer engen Röhre brachte (vgl. Fig. 37); die Flüssigkeit 
stieg infolge des magnetischen Drucks, bis dieser durch hydro- 
statischen Druck kompensiert war.^) 

38. Die Kräfte im elektromagnetischen Felde. Wir 
nehmen im Felde Stromkreise und permanente Magnete an. Wir 
hatten (S. 74 (100)) gesehen, daß 

ist. 

Nun ist 



W.- J^&'dS. 



Das Feld ^q der permanenten Magnete und die Felder $i , ^2 j • • • » Ö« 
der Stromkreise 1 , 2 , . . . , w superponieren sich einfach, wenn die 
Permeabilität der Medien konstant ist. Also ist 

«> = do + ^1 + $2 + • • • + $„ 
und 

^* = $o* + ^* + «>l + ••• + «>« + 2«>o§i + 2^«l»2 + ••• 

+ 2^o^„ + 2§i|>j + -.- 
oder 

W„-Wo + W^ + - + W„ + W,,+W^, + -+Wo, + W,, + -. 

^01 "I" ^02 + * — I" ^"on können wir die wechselseitige Energie 
der Magnete und Stromkreise nennen. Wir wollen zeigen, daß 
diese Null ist. 

Es ist 

(126) TTo, ^f£ Ml dS = hff^^^n ä<s^,. ds . 

Ol s 

Der letzte Teil der Gleichung entsteht dadurch, daß wir als Raum- 
elemente die Röhren des Vektors (i^^ einführen, dessen Längen- 
elemente wir ds, dessen Querschnitte wir da nennen. Wir erhalten 
sämtliche in Betracht kommenden Raumelemente, indem wir über 

1) G. Quincke, Ann. Phys. Chem. (3) 24, 347(1885); H.duBois, 
Ann. Phys. Chem. (3) 35, 187 (1888). 
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die Fläche 6^ integrieren, die den Stromkreis 1 zur Eandkurve hat, 
weil alle ^^^ Linien diese Fläche durchsetzen müssen. Da nun 
(i^inda an jeder Stelle der iü^j- Linie denselben Wert hat (Sole- 
noidalitätseigenschaft des Vektors ft^i), so können wir (i^in^ff 
in (126) aus dem Litegral über $ herausnehmen, und erhalten 

da das Linienintegral nach Nr. 4 (3') verschwindet, weil wir 
unter ^q das Teilfeld der permanenten Magnete verstehen, d. h. 
das Feld, welches vorhanden ist, wenn alle i = sind. 

Ebenso ist 

W,, TFo„-0, 

also folgt: 

Die wechselseitige Energie zwischen Magneten und 
Stromkreisen ist Null; d. h. die Energien der Magnete 
und Stromkreise addieren sich einfach. 

Femer ist ^^ proportional t^, ^j proportional ig? • • •? ^„ Pro- 
portional i^, also bestehen die Gleichungen 

W, = iPn i^, W, = ^p,, i|, . . . , Tr„ = ii>„„ q . 

Der Koeffizient p^„ hängt nur von der räumlichen Anordnung 
des «ten Stromkreises und von der Permeabilität in jedem Punkte 
des Feldes ©„ ab, er heißt der Selbstinduktionskoeffizient 
des wten Stromkreises. 

Femer ist 

indem wir wiederum als Eaumelemente die Eöhren der ^li^^ -Linien 
nehmen; wir können obigen Ausdruck auf die Form bringen 

Ol 

Nun sind die Linienintegrale — 1 ^g*^^ ** m» J® nachdem 

die betrachtete |Lt^j -Linie den zweiten Stromkreis umzingelt oder 
nicht, d. h. es ist 

M^i2 ™ h Qu 1 
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wo unter Q^^ ^^^ ^^^^ ^®^ ft^i- Linien zu verstehen ist, welche 
der Stromkreis 1 durch die Fläche 6^ des Stromkreises 2 hin- 
durchsendet. 

Nun ist Q^2 proportional der Stromstärke i^ , also können wir 
schreiben s 

Qi2 == Pi2 h » ^- ^- ^12 = Pii h h • 

Ebensogut können wir aber 

(Ja s 

schreiben, indem wir als Raumelemente die Röhren des Vektors |ii^2 
wählen, und erhalten, wenn wir imter 

Qn ^ P21 h 

die Anzahl der ft^j- Linien verstehen, welche der Stromkreis 2 
durch die Fläche 6^ des 1. Stromkreises sendet, 

^12=*lÖ21=JP21*1^2» 

so daß sich die Beziehung ergibt 
(127) Pn-Pn^ 

Diese Größe heißt der wechselseitige Induktionskoeffizient 
der Stromkreise 1 und 2. 

Gleichung (127) bedeutet: Fließt im Stromkreis 1 ein Strom 
der Stärke 1, so sendet dieser ebenso viele Liduktionslinien p^^ 
durch die Fläche des Stromkreises 2 wie der Strom von der 
Stärke 1 im Stromkreise 2 durch die Fläche des Stromkreises 1 
sendet. 

Die magnetische Energie W^ der Stromkreise ist also eine qua- 
dratische Funktion der Stromstärken 

(128) w; = i (i>utf + i>„i| + • • • + P„A + ^Pi-ihh + •••)• 

Wir können j?!!*! = Q^^ — mit einem allerdings nicht ganz 
strengen Ausdruck^) — die Anzahl der Induktionslinien nennen, 
welche der Stromkreis 1 lediglich durch seine eigene Stromkurve, 

1) Vgl. E. Cohn, Das elektromagnetische Feld, Leipzig 1900, 
S. 285. 
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und nicht durch die anderen Stromkurven, sendet. Dann ist 

<?!"= «11 + «« + •••+ Cl„ = JPllil +Plih + ■•• +Plnin 

die Anzahl der Induktionslinien, die im Ganzen durch die Strom- 
kurve 1 hindurchgehen, abgesehen von den Induktionslinien, 
welche die permanenten Magnete hindurchsenden, so daß 



(129) W.^l^i^Qi^ 



Ü) 



und 



(130) TT = Wo + W;. - TTo + ^^ »,C« 

wird. Aus Gleichung (100) in Nr. 83, S. 74 folgt also 



n n 

(131) cA =2k6Q, -äWo-- S^^ 



2 

Va=l Vsi 1 



Hält man die Stromstärken konstant, so ist 

Ferner ist 

wenn Ql^^ die Zahl der Induktionslinien bedeutet, welche die 
Magnete durch die vte Stromkurve senden. Also haben wir 



(132) 



5^ - - <5Tfo + Y^iJQi'^ +^iJQi''\ 



1=1 



WO 6 W^ die Zunahme der von den Strömen herrührenden magne- 
tischen Energie bedeutet, falls bei irgendwelchen virtuellen Ver- 
schiebungen die Stromstärken konstant bleibend gedacht werden. 
Sind keine Ströme vorhanden, so ist, wie wir schon früher 



d. h. die Arbeit gleich der Abnahme der magnetischen Energie. 
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Sind keine Magnete vorhanden ( W^ == 0, Q^^^ = 0), so ist die 
Arbeit gleich der Zunahme der magnetischen Energie bei kon- 
stanten Strömen: 

(133) dÄ^ + 8W,. 

Dieser letzte Satz widerspricht nicht etwa dem Energieprinzip, 
denn es finden noch andere Energieumsetzungen statt. Der Über- 
schuß der Joul eschen Wärme über die chemisch -thermischen 
Energieleistungen ^ i^w — E^i ist eben gleich der doppelten 
Energieabnahme bei konstanten Strömen. 

Dsi pi der Dimension nach ein Induktionsfluß ist, so ist (vgl. 
S.6u. S. 16) 

W = ^ = [cm]. 

39. SpeziaUsierungen. Es seien keine permanenten Magnete 
vorhanden, so daß (133) gilt. Ferner nehmen wir zunächst an, 
daß die Stromkurven nicht verschoben werden, sondern nur die 
polarisierbaren Körper. Dann ist 

(134) 8Ä = S^ß^'dS=:^J^'StidS+-^Ji^i^6^)d8, 
Das letzte Integral läßt sich schreiben — / 1 da \ii^\ ö^^ ds y 

a » 

indem wir als Raumelemente die Induktionsröhren wählen. Da 
Ift^l da über eine ganze Röhre konstant ist, läßt sich diese Größe 
aus dem Integral herausnehmen, man erhält 

J\(i^\da^Jd^^ds^J\(i^\daöi^O, 

da i konstant bleibt. Also ist mit Berücksichtigung von (107) S. 75 

d. h. auch wenn das Feld durch Ströme hervorgerufen wird, finden wir 
L = — 5— © ö^- usw. 

Schließlich wollen wir die Kraft auf die Stromkurve 1 ab- 
leiten, wenn das Feld durch Ströme und Magnete hervorgerufen 
wird. Bei einer virtuellen Verschiebung der Elemente der Strom- 
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kurve 1 bleibt die Energie der permanenten Magnete T^o konstant, 
also ist nach (132) 

Cisö^ P^ - i 'i '^i'ii + ».'■» '^Pit +■■■ +hin 6Pi„ + h ^Qi'^ 

WO öl' der Induktionsfluß ist, den das fremde Feld, also das Feld 
der permanenten Magnete und der anderen Stromkurven, durch 
die Fläche (T^ der Stromkurve 1 hindurchsendet. 

i^i^i'ii ö^gi^t eine Kraft, welche bestrebt ist, die Selbst- 
induktion des Stromkreises zu vergrößern. 

*i^öi' soll umgeformt werden. Erteilen wir den Elementen ds 
der Stromkurve die virtuellen Verschiebungen d^, so wird die 
Fläche, welche zur ursprünglichen Fläche <y durch die Stromkurve 
hinzukommt, aus Parallelogrammen bestehen mit den Seiten ds 
und dg. Die Projektionen des Flächeninhalts auf die Koordinaten- 
ebenen sind, wie in der analytischen Geometrie gezeigt wird, 



(136) 



also ist 



*«»x 


= ds,däj, 


— rfSy ^8, 


<J«, 


-dsjl. 


-ä\8%. 


u. 


= ds^^K 


- d«,«J8,, 



+ li^^(öS^ds^-Si^ds^), 
wenn ^' das fremde Feld bedeutet. In anderer Anordnung ist 



folglich 
(137) 



r 

dÄ= I ((i^ziidSy — t^^yiids^) d^^ + 



Es wirkt demnach auf das Element ds der Stromkurve eine 
Kraft, die senkrecht zur Feldrichtung und senkrecht zur Strom- 
richtung gerichtet ist, und zwar so, daß die positive Stromrichtung, 
die Feldrichtung und die Kraftrichtung ein Rechtssystem bilden. 
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denn die Klammem in (l37) sind die Projektionen des Parallelo- 
gramms, welches aus den Vektoren fi^' und ids gebildet ist, senk- 
recht zur a?,y,;e- Achse. 

Das ist die in jedem Motor wirksame Kraft. Auch die Kraft 
auf den Faden eines Saitengalvanometers oder eines Saitenunter- 
brechers ergibt sich aus (137). Diese Kraft kommt zu der oben 
besprochenen hinzu, welche die Selbstinduktion des Stromkreises 
zu vergrößern sucht. 

Ist die Stromfläche starr und um eine vertikale Achse in einem 
gleichförmigen Felde mit der Horizontalkomponente H drehbar, 
und nennen wir den Winkel, den die Stromfläche a mit H bildet, 
'9', so ist 

Q[ = (iHa sin '9', 
also 

Das Drehmoment 94 folgt aus 

6Ä = 31<J^ = iöQi = iiiHö cos d- dO 

(138) . 31 ^ifiHa cos f^. 

Das Drehmoment sucht den Winkel d' zu vergrößern, es stellt die 
Stromfläche so, daß möglichst viele Induktionslinien durch die 
Fläche hindurchgehen. 

Die Formel für 9t findet bei den Drehspulengalvanometern 
(siehe Nr. 42) und bei dem Koepsel sehen Magnetisierungsapparat 
Verwendung. Dieser Magnetisierungsapparat dient zur Bestimmung 
der Magnetisierungskurve von feiTomagne- 
tischen Stäben; er ist folgendermaßen kon- 
struiert ^) : 

In eine Spule S wird ein Eisenstab ge- 
steckt, dessen Magnetisierungskurve aufge- 
nommen werden soll. Das Joch J ist durch 
einen dünnen Schlitz unterbrochen, so daß Fig. 38. 

eine drehbare Spule /Sp hineingebracht werden 
kann, in der ein bekannter Hilfsstrom i fließt. Diese dreht sich 
entsprechend der Induktionslinienzahl aus der in Fig. 38 gezeich- 
neten Gleichgewichtslage heraus, bis die Torsionskraft des Auf- 




1) A. Koepsel, Zeitschr. f. Instrum. 14, 1894, 391; H. Kath, 
ibid. 18, 1898, 33. 

Gans, Magnetismus. 7 
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hängedrahtes dem elektromagnetiscilen Drehmoment 9t gleich ist, 
und zwar findet die Drehung der Spule von rechteckiger Windungs- 
fläche um einen Zylinder von weichem Eisen statt (in der Figur 
von ohen gesehen), damit der magnetische Kreis möglichst voll- 
ständig bleibt. Dieser Magnetisierungsapparat hat den Vorteil, 
.daß er ein Schlußjoch benutzt und trotzdem keine ballistische 
Messung verlangt, so daß man beliebig lange nach Erzeugung des 
Feldes die Induktion bestimmen kann, also frei von magnetischer 
Nachwirkung ist (vgl. Nr. 25 S. 53). 

Ist der Querschnitt des Stromkreises da j so daß 

ist, so folgt aus (137) 

dÄ =/{ (3^ ^$; _ g, ^^;) ^8^ + . . . } ds, 

wenn dS = dads gesetzt wird; d. h. die Kraft auf die Volum- 
einheit ist 
(139) L=-3yf^Ö.-S,l^«)y usw. 

In der letzjt-en Formel ist anstatt des fremden Feldes ^' wieder 
das Gesamtfeld § gesetzt, denn man kann sich den Strom in so 
dünne Fäden zerlegt denken, daß die Abweichung des fremden 
Feldes vom Gesamtfeld unmerklich wird. 

In demselben Sinne darf man für einen Stromfaden anstatt 
dÄ = iöQ' schreiben 

dÄ = i8Q. 

Für diesen Stromfaden kommt auch das Glied ji^^Pu nicht mehr 
in Betracht, wenn i^ die Stromstärke des Stromfadens bedeutet.^) 
Setzen wir anstatt der virtuellen Verschiebung eine in der 
Zeit dt wirklich eintretende Verschiebung, so wird 

dA^.dQ 
dt ^ dt ' 

Andrerseits ist nach der zweiten Maxwell sehen Gleichung 

dQ 



-ß 



^äs-'-itv- ^^ 



falls keine Elemente im Stromkreis liegen, sondern der ganze 
Strom durch . Induktion hervorgerufen wird. 

1) Vgl. E.Cohn, Das elektromagnetische Feld, Leipzig 1900, S.257. 
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G A 

Setzt man i aus dieser Gleichung in die Gleichung für -^- 

ein, so erhält man 

dt w \dt) ' 

Die Arbeit, welche bei der Bewegung eines geschlossenen 
Leiterkreises in einem Magnetfelde von den Kräften des Systems 
geleistet wird, ist stets negativ, d. h. es treten infolge der Be- 
wegung Induktionsströme auf, so daß der Stromkreis durch das 
Magnetfeld Kräfte erfahrt, welche die vorhandene Bewegung zu 
hemmen suchen (Lenzsche Regel). 

War schon ursprünglich im Stromkreise ein etwa durch Ele- 
mente hervorgerufener Strom vorhanden, so wird dieser infolge 
der Bewegung geschwächt, wenn man ihn nicht künstlich kon- 
stant hält. 

Schickt man in den Anker eines Motors Strom, so dreht er 
sich in bestimmter Richtung (infolge der magnetischen Kräfte); 
dreht man den Anker in dieser Richtung, so liefert die Maschine 
Strom in entgegengesetzter Richtung (infolge der magnetischen 
Liduktion); die Maschine funktioniei-t als Dy- ^ 
namomaschine. Ein laufender Motor ist also 
zu gleicher Zeit Motor und Dynamomaschine; 
hält man den stromdurchflossenen Anker eines 
Motors fest, so ist der Strom stärker, als 
wenn man den Anker sich drehen läßt, weil 
bei festgehaltenem Anker die gegenelektro- 
motorische Kraft der Liduktion nicht auftritt. 

Befindet sich das vom Strom i durchflossene ^. ^^ 

Rechteck (Fig. 39) in einem Magnetfelde, dessen 
^-Linien die Fläche senkrecht durchsetzen, und hat das Rechteck 
die Möglichkeit, sich in der Pfeilrichtung zu verschieben, so ist 

oder * 

wenn ^^ resp. §2 ^^^ ^^^ gleichförmig angenommenen Felder an 
den Stellen 1 resp. 2 der horizontalen Rechtecksseiten der Länge s 
bedeuten. 

Bestimmt man die Kraft g, indem man die Fläche an der Wage 
aufhängt und kennt man s und i , so folgt daraus ^^ — ^2 in 
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absolutem Maße. Ist ^2 "^ ^) ^^ findet man ^^, d. h. es lassen 
sich mit dieser Vorrichtung (Cottonsche Wage) magnetische 
Feldstärken messen.^) 

40. gelbstinduktionskoefflzienten und wechselseitige In- 
duktionskoeffizienten. Sind um einen geschlossenen Bing von 
der Permeabilität ft, vom Querschnitt <y und von der Länge l 
N Windungen Leitungsdraht in fortlaufender Spirale gelegt, in 
denen der Strom i fließt, so existiert, wie wir Nr. 5 (8) gesehen 
haben, nur im Innern ein Feld, und es ist 

§ = — y — = 4:7t niy 
also ist die Energie 

d. h. ^ 

(140) p — 4:71 n —f~ = ^njxn'al. 

Ist. der Kreis geschlitzt, so ist 
also 

w=f„ i,^n. + ^IQ = ^ r (l: 4- ..) = ^^, 

d.h. 

(140') i>=^;-^'^ 

der Selbstinduktionskoeffizient wird also bei großem fi schon durch 
einen schmalen Luftschlitz beträchtlich verkleinert (z. B. Papier- 
bogen in einer Drosselspule). 

Die Formel für die Selbstinduktion eines Ringes gilt auch für 

die eines sehr langen Solenoids. Man bilde -xy = ft 47rw^(y; das 

bedeutet: um diesen Betrag wächst die Selbstinduktion eines langen 
Solenoids, wenn man es um die Längeneinheit verlängert, und 

1) A. Cotton, Journ. phys. (3) 9, 1900, S. 383; A. Cotton und 
P. Weiß, Journ. phys. (4) 6, 1907, S. 429. 
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zwar gilt diese Formel unabhängig von der Unregelmäßigkeit der 
Feldlinien an den Enden. ^ 

Um einen Eing sei eine Primärspule von N^ Windungen und 
eine Sekundärspule von ^2 Windungen gelegt. Fließt in der 

N" x 
Primärspule der Strom i^, so ist das Feld im Ring ^^ « 4;c ""V^* 

Dieses tritt durch die N^ Windungen der Sekundärspule von der 
Windungsfläche N^c^ so daß 

imd folglich 

(141) i)i2 = fc4;r ^ , ' == 4cn ^n^Yi^al 

ist, wo 

bedeutet. 

Schließt man plötzlich in der Primärspule den Strom i^, so 
ist nach der zweiten Max well sehen Gleichung 

- ^8 =- -j^.ds =» ^J^n^o == ^^ {P^^h+Pnh) 

oder die integralelektromotorische Kraft 

fE^dt = - li^isj^i + JP22^ \\Zl 5 



zur Zeit ^ = ist aber ij = und i^ = 0, 

„ „ ^ = 00 „ „ i^ = ?i „ i^ = 0. 

oo 

Also ist JE^dt^^^ — Piih- ^^^ ^^^ ^^^ n^^ck dem Ohmschen 


Gesetze 



00 00 



wenn e den Integralstrom, d. h. die gesamte durch den zweiten 
Stromkreis geflossene Elektrizitätsmenge bedeutet; also ist 



(142) e = 



Pith 
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Kennt man die wechselseitige Induktion der beiden Strom- 
kreise und den Widerstand der Sekundärleitung, so kann man 
die Elektrizitätsmenge e berechnen, die durch das Schließen eines 
Piimärstroms i^ durch die Sekundärleitung fließt, und dadurch 
z. B. ein ballistisches Galvanometer aichen. 

Normalien der Selbstinduktion und der wechselseitigen Induk- 
tion werden z. B. von Siemens & Halske in den Handel gebracht. 

41. Die Elräfte in einem geschlitzten Elreise. Auf den 
Stirnflächen eines geschlitzten Kreises sitze permanenter Magne- 
tismus und erzeuge die wahre Magnetisierung 3R^. 

Dann ist das vom wahren Magnetismus herrührende Feld 
(vgl. Nr. 28 (87)) 

(143) 93o = «), = -; -^: 



Die Energie ist Wq 



2«aR«iL<» 



^ + 1 
^+'- 



also 

also da 8A — ^dl^'^ — ÖW^ ist (vgl. Nr. 84 (102)), 
(145) 5 l^^a. 

Es wirkt also eine Anziehungskraft, welche die Schlitzweite 

zu verkleinem sucht und für jede Flächeneinheit den Betrag -r— S8^ 

hat. Das ist die Maxwellsche Formel für die magnetischen Druck- 
kräfte.^) Die Induktionslinien suchen sich also zu verkürzen. 

1) Die Formel für den Maxwel Ischen Druck ist experimentell 
bestätigt worden von Taylor Jones, Ann. Phys. Chem. (3) 64, 1896, 
641; 57, 1896, 268. 
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Ist das Feld durch den Strom i eines gleichmäßig herum- 
gewickelten Solenoids erzeugt, so haben wir die Gleichungen 

woraus 

®i = ©a = 7 

folgt. 

Die Energie ist 

w. - :, M.% + *.n.) = f. « (,. + A) = '-ff^ 

also, da, cÄ = + dWfist (vgl. Nr. 88 (133)), 
(146) g = _2-53»ff. 

Ist das Feld gleichzeitig durch Ströme und permanente Magnete 
hervorgerufen, so überlagern sich Feld und Induktion einfach, es 
ist 93 = »0 + *i , dagegen ist nach Nr. 38 (132) 

Nun ist 
d. h. ^ 

und da i = j— l^ (— + l\ ist, so erhalten wir 

93i gWu, i ff 
-^4-1 
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so daß dÄ = -^ (932 4. «p2 -f. 299o95i)(y(J?« ist, also wiederum 
ein Zug 

(147) i' = Ä «' 

wirkt. 

Die Tragkraft von Magneten und Elektromagneten folgt aus 
dieser Formel. 

Die d u B i s sehe Wage ^) (vgl. Fig. 40) beruht auf dem Prinzip, 

daß p gemessen und nach (147) S3 daraus berechnet wird. Der 

Zug wird in einem Schlußjoch mit zwei 

y^ "^""^v^ Schlitzen 1 und 2 dadurch gemessen, daß 
/ /^ sCk\ der obere Teil als Wagebalken an einer exzen- 
1 LJ } x ^ « trischen Schneide S sich befindet. Wegen der 

f^^^JJHIlllilil^^ Verschiedenheit der Hebelarme ist ein Dreh- 
Fig, 40. moment vorhanden , welches durch ein Lauf- 

gewicht kompensiert werden kann. So kann 
93* nach absolutem Maß als Funktion von § bestimmt werden. 

42. Das ballistische Galvanometer. Zu magnetischen 
Messungen wird häufig ein ballistisches Galvanometer gebraucht, 
d. i. ein Galvanometer, welches so langsam schwingt, daß man 
den ümkehrpunkt hinreichend genau ablesen kann. Zur Be- 
stimmung von Stromimpulsen durch magnetische Induktion ist 
ein solches Instrument z. B. zu benutzen. Man hat zwei Typen 
ballistischer Galvanometer: 1. Nadelgalvanometer, bei denen der 
Strom in feststehende Spulen geschickt wird, so daß ein Magnet- 
feld entsteht, welches eine drehbar aufgehängte Magnetnadel ab- 
lenkt mit einem Drehmoment, welches durch Nr. 34 (117) ge- 
geben ist; 2. Drehspulengalvanometer, auch Deprez - d' Arsonval- 
Galvanometer genannt, bei dem der Strom in eine Spule geschickt 
wird, die drehbar im Felde eines feststehenden permanenten Mag- 
neten sich befindet. Hier wirkt das in Nr. 39 (138) berechnete 
Drehmoment. 

Bei magnetischen Messungen besitzen die Drehspulgalvano- 
meter den Vorzug, daß sie durch fremde Magnetfelder nur sehr 
wenig gestört sind, um so weniger, je kräftiger das Feld der per- 
manenten Magneten ist, weil das kleine störende Feld an der 
Stelle des Galvanometers gegenüber dem starken Felde des per- 
manenten Magneten nur wenig in Betracht kommt. 

1) H. du Bois, Zeitsch. f. Instrum.-Kunde 20, 1900, 118 u. 129. 
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Da wegen dieser Vorteile bei magnetischen Untersuchungen 
fast nur das Deprez-d'Arsonvalgalvanometer benutzt wird, wollen 
wir uns mit der Theorie dieses Instruments allein beschäftigen. 

In der Gleichgewichtslage befinde sich die Ebene der Spule 
parallel dem konstanten Magnetfelde. Schickt man einen Strom i 
in die Spule, die um den Winkel d" aus der Gleichgewichtslage 
abgelenkt sei, so wirkt nach Nr. 39 (138) ein Drehmoment auf 
die Spule von der Größe ifiHa cos '9'. Ferner wirkt infolge der 
Direktionskraffc 2) der Spulenaufhängung das Drehmoment — D-^. 
Durch die Bewegung der Spule im Magnetfelde tritt noch ein 
anderes Drehipoment auf, welches seinen Grund in den entstehenden 
Induktionsströmen hat. 

Nach der auf S. 98 abgeleiteten Formel (Lenzsche Regel) ist 



dt ^^ dt w \dt) w \di&J \dt) ' 



also 
Nun ist 



9i — ^my§ 

w Xäd" / dt 
Q = fiHa sinO, 



also wird 

(148) 5i =^ - i (i'H'a' ^^^'^ X* 

Bezeichnet man das Trägheitsmoment der Spule mit K, so 
lautet die Bcwegungsgleichung, falls die Winkel d- nur klein sind, 

oder 

(149) E^,+kf- + D» = i,.Ha, 

WO zur Abkürzung Je = gesetzt worden ist. 

Die Schwingungsdauer der Spule sei groß gegen die Dauer 
des durch die äußere elektromotorische Kraft hervorgerufenen 
Stromes i, dann wird d' noch nicht merklich von Null verschieden 
sein, wenn der gesamte Strom bereits durch das Galvanometer 
geflossen ist. Im ersten Stadium, in welchem der Strom noch 
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fließt, gilt also mit großer Näherung die Gleichung 

(150) ir^* + A:^ = z>ff«. 

Integrieren wir diese Gleichung nach t von bis f^, wo t^ 
klein gegen die Schwingungsdauer ist, aber so groß, daß für ^>^ 
der durch die äußere elektromotorische Kraft hervorgerufene Strom i 
schon wieder Null ist, so erhalten wir 

(151) ^^ W ^ fiHafidt = fiHaJ, 



wenn J ==^ j idt den Integralstrom bedeutet. 
Im zweiten Stadium gilt dann die Gleichung 

(152) 2^^+/.f + i)0 = 
mit den Anfangsbedingimgen für ^ = 0: 
(.63) »-0; 'i-'-i^J-O. 

Die Gleichung (152) mit den Anfangsbedingungen (153) wird 
in der Theorie der unendlich kleinen Schwingungen behandelt, 
wir können uns demnach kurz fassen und werden uns in der Be- 
handlungsweise den Ausführungen von Dießelhorst^) an- 
schließen: 

Setzt man '9' == e^* in (152) ein, so zeigt sich, daß X der 
Gleichung 

KX^+^lcX + 2) = 

zu genügen hat, d. h. es ist 

wo jTq = TT [/ -^ die (halbe) Schwingungsdauer des ungedämpften 
Systems und £ = — ^-jt — ist. 6 < 1 entspricht dem aperiodischen, 



1) H. Dießelhorst, Ann. Phys. 9, 1902, S. 458; vgl. auch wegen 
der Theorie der Drehspulengalvanometer W. Jaeger, Ann. Phys. 21, 
1906, S. 64. 
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f > 1 dem periodischen Fall, während s = 1 der aperiodische 
Grenzfall heißt. 

Im periodischen Zustand werden wir also besser 

schreiben, da dann die Quadratwurzeln reell sind. Das allgemeine 
Integral lautet d-^Äe^'^^-\- Be^^ für £^1; die Konstanten be- 
stimmen sich aus den Anfangsbedingungen (163) ; wir erhalten somit 



für f< 1 



^^^0 L-i^^'-^'^^^^^-^^-^'-'-^X 



(154) 

für fi > 1 

d- = —7-,-^= e *^o sm -^—^ - t=^ Ge ^ sin -^ • 
Ttys^ — 1 ^-'o -'■ 

Hier bedeuten T und A Schwingungsdauer und logarithmisches 
Dekrement. 

Für f = 1 ist das allgemeine Integral 

&='(Ä + Bt)e '^ 

und mit Beachtung der Anfangsbedingungen 

nt 

(154') {^^Cte^^o, 

Im periodischen Falle (s > 1) drücken sich die Schwingungs- 
dauer T und das logarithmische Dekrement A durch Tq und e 
wegen (154) folgendermaßen aus 

Die Zeit ^^ der Umkehr des schwingenden Systems bekommt 
man, wenn man -^ bildet und =0 setzt; es wird 

(155) «i^-^lognatlXOn 
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wo 




ist. Der erste Ausdruck ist für « < 1 , der zweite für f > 1 reell. 
Für 6=1 gehen beide Ausdrücke in F(b) = 1/c über. 

Den Maximalausschlag -O-j erhalten wir, wenn wir f «■ f^ in 
den Formeln fiir ^ setzen (155). Eine einfache mathematische 
Umformung ergibt in allen drei Fällen 

(157) ^^^I^Fis). 

In (153) finden wir den Wert von C und erhalten 

Nun war zur Abkürzung k =» und e =- — ^-r — gesetzt 

worden. Dadurch kann man H aus d-^ eliminieren und erhält 

Verlangt man, daß die Zeitdauer bis^um Erstausschlag ^^ (155) 
nicht zu klein, die Eückkehrzeit in die Ruhelage so klein wie 
möglich und die Empfindlichkeit ^i/J (158) so groß wie mög- 
lich ist, so folgt aus den Untersuchungen von Dießelhorst, 
daß diese Bedingungen in der Nähe von «' = 1 , d h. im aperio- 
dischen Grenzfalle am besten erfüllt sind. .Man wird ein balli- 
stisches Galvanometer also immer im aperiodischen Grenzfalle 
benutzen. 

Aus der Formel für den Dämpfungsfaktor Ä; sehen wir, daß k 
sehr stark vom Felde J? abhängig ist; m^ kann also durch Varia- 
tion von H bei verschiedenen äußeren Widerständen im Galvano- 
meterkreise den aperiodischen Grenzfall erzielen. Man erreicht 
das, indem man an dem permanenten Magneten einen variablen 
magnetischen Nebenschluß anbringt (Deprez- Galvanometer von 
Siemens & Halske), der die Feldlinien zum Teil fortleitet, so daß 
weniger Feldlinien die Spule durchsetzen; allerdings läßt sich das 
nicht ganz ohne Verringerung der Empfindlichkeit bewirken. 
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des Leitfadens der praktischen Physik. Mit zahlreichen Figuren 
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